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Considerazioni di carattere
generale

La Meccanica Razionale & una parte della Fisica Matematica. Quest’ultima
e quella disciplina scientifica che si propone di descrivere in termini ma-
tematici rigorosi i fenomeni fisici. Joseph-Louis Lagrange (Giuseppe Luigi
Lagrangia), ad esempio, nella prefazione al suo Traité de Mécanique Analy-
tique, esplicita la sua visione della Meccanica come una branca della Mate-
matica fondata su principi fisici. Questo significa che la Fisica Matematica,
in ogni suo settore, mette a fondamento degli assiomi generali di origine spe-
rimentale, a partire dai quali ricava, con procedimenti logico-deduttivi tipici
delle discipline matematiche, delle teorie o nei casi piu semplici dei modelli.
L’adeguatezza delle teorie e dei modelli viene giudicata in base a quanto
bene essi sappiano cogliere gli aspetti fondamentali dei fenomeni fisici che
si prefiggono di descrivere, mediante un confronto tra i risultati previsti dal
modello e quelli derivanti dall’osservazione dei fenomeni.

La Meccanica Razionale, in particolare, ha per oggetto lo studio del moto
dei corpi naturali. Seguendo il pensiero di Carlo Cercignani, possiamo sen-
z’altro affermare che “& inutile sottolineare 'importanza dell’insegnamento
della Meccanica Newtoniana per i matematici: bisognerebbe ignorare com-
pletamente la storia della scienza per non riconoscere che l'influenza piu
felice e duratura sullo sviluppo della matematica e provenuta dallo studio di
problemi concreti ed in particolare dalla necessita di fondare e sviluppare i
concetti relativi al movimento ed alle sue cause”.

La Meccanica classica ¢ un esempio fondamentale del metodo scientifico di
organizzare una complessa raccolta di informazioni in dei principi unificanti
teoricamente rigorosi. In questo senso rappresenta una delle forme piu alte
di modellizzazione. L’eleganza e la profondita del pensiero teorico accoppia-
te alle sue applicazioni in ogni campo la rendono confrontabile, nelle scienze
applicate, alla geometria di Euclide. Ha un valore fondazionale paragonabile
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al calcolo, sia come linguaggio fondamentale delle scienze applicate che come
catalizzatrice di nuovi concetti e scoperte.

Le applicazioni della Meccanica razionale sono innumerevoli e sono alla base
di tutti i dispositivi meccanici (elettro-meccanici) che influenzano la vita
moderna essenzialmente in tutti i suoi aspetti pratici. Si pensi, ad esem-
pio, alla meccanica dei robot, oppure alla fisica dell’animazione digitale che
implica l'introduzione delle leggi della fisica in un motore grafico (che & il
nucleo software di un videogioco o di qualsiasi altra applicazione con grafica
in tempo reale), particolarmente nella computer grafica 3D, allo scopo di
rendere gli effetti piu realistici per 'osservatore. In genere, la fisica usata
nella simulazione € una buona approssimazione della fisica reale e i calcoli
sono eseguiti utilizzando valori discreti. Nella simulazione si usano tra le
altre la dinamica dei corpi rigidi, quella dei corpi deformabili e la rilevazione
delle collisioni, che e usata per determinare quando le traiettorie di due o
piu oggetti fisici si incrociano.

I problemi della Meccanica Razionale, come quelli di tutta la Fisica e
della Scienza in genere, sono semplificazioni di problemi reali. La sempli-
ficazione & essenziale per la comprensione. Ad esempio non & pensabile
ritenere inutile la meccanica dei corpi rigidi perché nessun corpo in natura e
rigido. La schematizzazione di un corpo come rigido & una prima fase nello
studio di un problema meccanico. Solo dopo si terra conto della deforma-
bilita dei corpi o anche di altre proprieta che ne influenzano il moto. Piu
un modello rispecchia le proprieta di un corpo, maggiormente il moto del
corpo ideale approssimera quello del corpo reale. D’altra parte la struttura
formale risultera piu complicata e quindi la derivazione di risultati concre-
ti sara meno agevole o addirittura impossibile. Risulta evidente come sia
necessario trovare un compromesso che consiste nel tener conto solo delle
proprieta che influenzano il moto di un corpo in maniera piu rilevante, le
quali dipendono dal problema in considerazione.

Cominceremo con lo studio della Cinematica, che tratta I’evoluzione dei ca-
ratteri geometrici del moto dei corpi in un prefissato sistema di riferimento.
Piu precisamente, essa si occupa di descrivere come variano nel tempo le pro-
prieta geometriche delle figure che vengono usate per rappresentare i corpi
in movimento, e per tale ragione & anche detta geometria del movimento.
Passeremo poi alla Dinamica, che ha per oggetto lo studio del moto dei cor-
pi naturali in relazione alle cause che lo determinano. Vale a dire che la
Dinamica si occupa tanto della deduzione del moto dei corpi note le cause,
quanto della determinazione delle cause supposto che il moto sia noto. La
Dinamica comprende quindi la Statica che ha per oggetto la determinazione
delle circostanze nelle quali i corpi si mantengono in quiete.



Capitolo 1

Cinematica dei punti
materiali e dei corpi rigidi

1.1 Riferimenti spazio-temporali della cinematica
classica

In generale, il moto di un corpo naturale appare diverso ad osservatori diver-
si. Per studiare un moto, o piu in generale un fenomeno fisico, un osservatore
ha bisogno di un corpo di riferimento .5, suddividibile in parti ” ‘piccole”’ det-
te punti. Con uno di questi punti, detto O, I'osservatore si identifica ed in
ognuno di essi pone un orologio. Gli orologi, tutti identici, sono dispositivi
arbitrari atti a definire una variabile reale, continua e crescente che viene
chiamata tempo locale t. Assumeremo il tempo come un concetto primitivo
rinunciando ad ogni ulteriore indagine critica su di esso.

Un altro concetto primitivo € quello di evento, con il quale intenderemo
qualcosa che accade. Gli eventi che accadono in uno stesso punto di S, si
possono ordinare associandoli agli istanti in cui si verificano, valutati con
I’orologio posto in quel punto. Invece, per decidere se un evento che accade
in un punto & anteriore, simultaneo o posteriore ad un evento che si verifica
in un altro punto € necessario introdurre un concetto di sincronismo.

Se si pongono in un punto di S orologi identici e sincroni, in cinematica
classica, si assume che essi restino sincroni anche dopo averli distribuiti in
punti diversi di S. Si ammette cioe il

Postulato C 1 L’andamento di un orologio ¢ indipendente dal suo moto.

In tal modo e possibile definire un tempo pantopico, ovvero che ¢ lo stesso
in ogni punto di S. Si ammette anche il seguente altro



2 CAPITOLO 1. CINEMATICA

Postulato C 2 Esistono corpi di riferimento rigidi, cioé tali che la distan-
za tra due qualsiast punti di questi corpi si mantenga costante nel tempo.
Questi corpi vengono prolungati idealmente ed indefinitamente con punti
fittizi a distanza anch’essa costante. Si costruisce cosi lo spazio solidale al-
l'osservatore O, che chiameremo E3, e che assumeremo essere uno spazio
puntuale affine tridimensionale ed euclideo.

Dati un corpo rigido S e degli orologi, resta, pertanto, individuato un
riferimento spazio-temporale che chiameremo R.

1.2 Punto materiale

Un sistema materiale ¢ un insieme di corpi naturali. Come abbiamo detto,
i corpi naturali si suppongono decomponibili in parti che possano essere as-
similate a punti di £3. L’insieme dei punti di £ con i quali ’osservatore, ad
un certo istante t, rappresenta un corpo si chiama configurazione del corpo
a quell’istante. Se questa configurazione varia nel tempo si dice che il corpo
¢ in moto nello spazio-tempo di O.

Per descrivere il moto di un corpo dal punto di vista cinematico, bisogna de-
scrivere come varia nel tempo la sua configurazione e quindi anche le velocita
e le accelerazioni dei suoi punti. In molti casi una descrizione cosi accurata
risulta inutilmente complicata. Quando infatti le distanze tra i vari punti
di un corpo risultano inapprezzabili rispetto alla dimensione della regione
di spazio in cui si svolge il moto e le variazioni delle grandezze cinematiche
interne sono trascurabili rispetto a quelle esterne, il corpo si puo identificare
con un suo punto. Si ha in tal caso il cosiddetto modello di punto materiale.
Quest’ultimo e il modello piu semplice di corpo naturale e non ha un inte-
resse solo teorico, ma trova applicazione in molti problemi concreti, poiché
in tanti casi si puo ritenere sufficientemente individuata la posizione di un
corpo mediante quella di un unico suo punto.

Questo accade, ad esempio, in molte questioni astronomiche nelle quali i cor-
pi celesti sono assimilabili a punti mobili, in balistica dove spesso e sufficiente
conoscere la traiettoria di un solo punto di un proiettile, nella navigazione
dove la posizione di una nave si fissa mediante le coordinate di un suo punto
qualsiasi e cosi via. Alla luce di quanto detto, possiamo dare la seguente

Definizione 1 Un corpo schematizzabile con un punto dicesi punto mate-
riale e si indica col punto P € &E3 che lo rappresenta.
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1.3 Equazioni del moto di un punto e traiettoria

In un intervallo di tempo Z, il moto di un punto materiale nello spazio-tempo
(&s,t) € noto se si conosce 1'applicazione

P:teZT — P(t)e&s

e si scrive

P =P(t). (1.1)

11 vettore
r(t) := P(t)— O (1.2)

si dice vettore posizione di P all’istante ¢, rispetto all’osservatore O. Intro-
dotto in &3 un riferimento ortonormale levogiro {O, (e;)}, si ha

3
r(t) =Y xi(t)e;. (1.3)
=1

dove le x;, ¢ = 1,2,3, sono le coordinate di P. Nel seguito adotteremo
la convenzione di Einstein secondo la quale il segno di sommatoria viene
sottinteso qualora vi siano indici ripetuti, a meno che non sia diversamente
specificato. Le (1.1), (1.2) e (1.3) si chiamano equivalentemente equazioni
vettoriali finite del moto di P in &3.
Le

Ty = xi(t), 1= 1,2,3,

si dicono invece equazioni cartesiane finite del moto di P in &s.

Le equazioni del moto e l'insieme delle posizioni occupate da P in £ al
variare di ¢ definiscono una curva di &3 che viene detta traiettoria + di P.
Se s e l'ascissa curvilinea sulla traiettoria -, la funzione

s=s(t),tel

si chiama legge oraria del moto di P in &3.
Il vettore r si puo considerare funzione di ¢ tramite s, vale a dire

1.4 Velocita ed accelerazione

Si chiama velocita vettoriale istantanea di P in &3 il vettore

o(t) = fim TEFAD—T@) _ o PE4+AY - P()
At—0 At At—0 At
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I facile mostrare che

Dalla (1.4), si ottiene poi

i(t) = Zé(t) = §(t)t, (1.5)

dove $(t) viene detta velocita scalare istantanea e t ¢ il versore tangente alla
traiettoria nella posizione occupata da P all’istante di tempo t. La prece-
dente relazione mostra che la velocita vettoriale ha come direzione quella
della tangente alla traiettoria, per grandezza il valore assoluto della velocita
scalare e per verso quello di t o quello opposto, a seconda del segno di . In
particolare il moto di P si dice progressivo o retrogrado se il segno di $(t)
¢ rispettivamente positivo o negativo. Gli istanti in cui $(¢) si annulla si
dicono di arresto. Infine se $(¢) € costante nell’intervallo Z il moto si dice
uniforme in questo intervallo.

Si dice accelerazione di P in &3 al tempo t il vettore

v(t+ At)—v(t)  d*(t) d*P(t)
A0 At Codt2 dt?

che ha la seguente rappresentazione nella base {e;}3_;
a = l‘l (t) €e;.

Tenendo conto della (1.5) e delle formule di Frénet si ha

0 = st +5 L s = 506+ > (1.6)

a(t)=3s §—5§=25 —n .
ds R

dove R ¢ il raggio di curvatura della traiettoria nel punto P(t) ed n il versore

della normale principale.

Vediamo come vengono chiamate le varie quantita che abbiamo introdotto:

e § ¢ detta accelerazione scalare,

e 5t si dice accelerazione tangenziale,

2
v . .
° % n rappresenta 1’accelerazione centripeta.
Dalla relazione (1.6) si puo notare che l’accelerazione ¢ puramente tangen-
ziale quando R = oo, ovvero nei moti rettilinei, mentre risulta puramente
centripeta nei moti uniformi ($ = cost).



1.5. MOTI PIANI )

Infine, un moto si definisce accelerato o ritardato a seconda che il modulo
della velocita sia crescente o decrescente. Mentre si dice uniformemente va-
rio se § = cost in Z.

Nel seguito studieremo moti che siano continui, senza urti, né brusche va-
riazioni di accelerazione, questo da un punto di vista matematico equivale a
supporre che la funzione P = P(t) sia di classe C2.

1.5 Moti piani

Il moto di un punto materiale P si definisce piano se la sua traiettoria giace
su un piano. Nello studio dei moti piani & spesso utile introdurre le coordi-
nate polari (p, ) di centro O ed asse polare z1. Se consideriamo le curve
coordinate, ovvero le curve di equazioni ¢ = cost e p = cost, possiamo
notare che esse sono rispettivamente le semirette uscenti dall’origine e le
circonferenze di centro O. Il riferimento {P,e,, e,}, dove e, ed e, sono i
versori tangenti alle due curve coordinate passanti per P, si chiama riferi-
mento naturale associato, nel punto P, alle coordinate polari. Esso dipende
quindi dal punto P che si considera.

*

€2

1

Figura 1.1: Riferimento naturale associato, nel punto P, alle coordinate polari.

Si ha:
e, =cospe] +sinypes, e, = —sinpe; + cospes. (1.7)

Il vettore posizione in coordinate polari si scrive

r=pe,,
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per cui la velocita, nella base del riferimento naturale associato nel punto P
alle coordinate polari, si scrive:

I(t) =pe,+pe,=pe,+ppe,,
essendo

_dey

6= 2 o= (~sinper + cosper) § = pe,.

Gli scalari
Vpi=V-€,=p € Uy:=V-e,=pp

si chiamano rispettivamente velocita radiale e trasversa.
Per quanto riguarda 1’accelerazione, si ha

1d, ,

a=H({t) = pe,tppepthpe tobe trd, = (i-p¢’) et (0" &) e,
essendo
de(p . 1 ; -
&, = % = (— cospe; — SIH9092)<P = —¥ep.

Pertanto, ’accelerazione radiale e trasversa sono date, rispettivamente, da

1d
e .92 _ = 2 . .
ap=p—p¢° e ay pfdt(p )

Per ovvie ragioni ¢ ¢ detta velocita angolare del punto P attorno ad O.
Supponiamo, senza perdere di generalita, che il moto di P avvenga in senso
antiorario, e consideriamo l'intervallo di tempo [¢, ¢ + At], il punto P in tale
intervallo spazza un’area AA(t) tale che

dove t rappresenta 'istante compreso nell’intervallo di tempo [t, ¢ + At] nel
quale P si trova a distanza massima da O, mentre ¢ & quello in cui si trova
a distanza minima.

Dividendo ogni membro della disuguaglianza per At (ricordando che per
At < 0 bisogna cambiare il verso delle disuguaglianze) e passando al limite
per At — 0, si ha

A(t) si chiama velocita areale (o areolare) di P intorno ad O.
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-

0

Figura 1.2: Velocita areale

1.6 Moto circolare e moto armonico

Il moto di un punto P si definisce circolare se esso si muove lungo una
circonferenza y di raggio r, che supporremo per semplicita di centro O e
giacente nel piano Oxjxs. Assumiamo come origine delle ascisse curvilinee
I'intersezione A tra la circonferenza ed il semiasse delle x1 positive, allora

s(t) =rp(t).
Pertanto la velocita ¢
v =rp(t)t,
e 'accelerazione
. .9
a=rg(t)t +ron. (1.8)

Se, in particolare, il moto e circolare uniforme, ovvero § = 0 o equivalente-
mente ¢ = 0, allora dalla (1.8) si ha

a=—wr,

con
w =,
velocita angolare, che per un moto uniforme ¢ costante. Dall’integrazione

rispetto al tempo dell’ultima equazione, si ottiene

» = wt + o,
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T2

Figura 1.3: Moto circolare

o essendo il valore dell’anomalia all’istante ¢ = 0.
Questo moto e periodico di periodo

in quanto

cp<t+ 2(;?) =wt +2mn + g = (t) £ 27n, Vn € Z,
dove va preso il segno + o quello — a seconda che w > 0 oppure w > 0.
Assumiamo, adesso, per semplicita, che il moto avvenga in senso antiorario
di modo che w > 0, si dice moto armonico il moto della proiezione di P
sull’asse 21 (o0 su una qualsiasi altra retta per O). L’equazione cartesiana
finita di questo moto € quindi

x1 =1 cos(p(t)) = rcos(wt + ¥o),
con velocita ed accelerazione date da
i1 = —wrsin(wt + o), 1 = —w?rcos(wt + @) = —w?xy.

Anche il moto armonico ¢ periodico, con lo stesso periodo del moto circolare
uniforme, in quanto agli istanti ¢+ 27;", x1 ed &1 sono le stesse che all’istante
t,Vn € Z.
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Le quantita r, w e ¢p sono dette, rispettivamente, ampiezza, pulsazione (o
frequenza angolare) e costante di fase del moto armonico. La quantita

w

Vi= —
2

rappresenta il numero di oscillazioni complete nell’'unita di tempo ed e detta
frequenza.

Notiamo che un moto armonico soddisfa la seguente equazione differenziale
ordinaria lineare del secondo ordine, a coefficienti costanti ed omogenea

i(t) = —wiz(t).

Viceversa si puo mostrare che ogni soluzione di questa equazione differenziale
rappresenta un moto armonico. Infatti 'equazione caratteristica ad essa
associata ha soluzioni

A= tiw,

con 7 unitd immaginaria, pertanto 'integrale generale della (1.6) &
z(t) = et ege ™t ¢ e € C,
che per le formule di Eulero diventa
z(t) = (c1 + c2) coswt +i(c; — c2) sinwt = A coswt + B sinwt

da cui, ponendo A = rcosygg e B = —rsin g si dimostra 1’asserto.

1.7 Moti composti

Supponiamo di avere n punti, P, ..., P, , in moto nello spazio dell’osserva-
tore O. Il moto di P si dice composto degli n moti di Py, ..., P, se accade
che

n

r(t) = Y ri(0),

i=1
dove r; € il vettore posizione di P;, ¢ = 1,...,n. I moti dei punti P;, ¢ =
1,...,n, si dicono moti componenti. Per un moto composto si ha

v(t) = vi(t),
=1

con ovvio significato dei simboli.
Dati tre 3 assi 1,72 ed r3, non complanari ed uscenti da un punto A, il
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A

Figura 1.4: Decomposizione di un moto lungo tre assi

Figura 1.5: Decomposizione di un moto su un piano ed un asse

moto di un punto P si puo sempre considerare come composto di tre moti
rettilinei lungo i suddetti assi. Esattamente dei tre moti dei punti P, P» e
P;5 che si ottengono intersecando r; con il piano che contiene P ed & parallelo
ad ro ed r3, ro con il piano per P parallelo ad r1 ed r3, ed infine r3 con il
piano parallelo ad ry ed ro, vedi Figura 1.4.

In maniera analoga, se si considerano un piano « ed una retta r ad esso non
parallela, il moto di un punto P si pu¢ decomporre in un moto piano su «
ed uno rettilineo su r, come in Figura 1.5 .
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1.8 Moti elicoidali

Nello spazio £3 siano « un piano ed r una retta ad esso ortogonale. Sia P; un
punto in moto lungo la circonferenza di « avente come centro 'intersezione
tra il piano e la retta e come raggio R. Sia P, un punto in moto lungo
r. Scegliamo in £ un riferimento ortonormale levogiro {O, (e;)} tale che il
piano x3 = 0 sia sovrapposto ad « e l'origine coincida con l'intersezione tra
aedr.

Consideriamo il moto composto dei moti dei punti P; e P vale a dire il
moto del punto P tale che

P—O:(P1—0)+(P2—O).

Siano p, , ed x3 le coordinate cilindriche di P, le equazioni finite del moto
di P in queste coordinate ed in coordinate cartesiane sono rispettivamente

p =R, x1 = Rcosp(t),
v = o(t), zy = Rsinp(t),
z3 = x3(t), x5 = w3(t),

e quindi le componenti cartesiane delle velocita sono

&1 = —Rp(t) sinp(t),
g = R(t) cos p(t),
t3 = &3(t).

La traiettoria di P giace sulla superficie laterale del cilindro retto di raggio
R ed asse z3. Vediamo sotto quali condizioni questa traiettoria & un’elica,
nel qual caso il moto di P si dice elicoidale. Dobbiamo quindi mostrare quali
sono le condizioni che assicurano che ’angolo tra la tangente alla traiettoria
in un suo punto e la generatrice del cilindro passante per quel punto rimanga
costante al variare del punto.

Proprieta 1 Il moto di P é elicoidale se e solo se il rapporto tra © e &3 €
costante nel tempo.

Dimostrazione. Essendo il moto di P composto dei moti di P e P, si ha
vV =vV]+Vy con v:P, V1=P17V2:P2.

Inoltre vy e parallela ad « e vy ad es. L’angolo che la velocita forma con la
generatrice (che & parallela ad es) € uguale all’angolo che v forma con va.
Detto 6 quest’angolo, si ha

lvil  V/(#1)? + (#2)* R[]

|tan 0| = — = R — . )
[val | 23] |23]
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Figura 1.6: Moto elicoidale

da cui segue la dimostrazione della proprieta. Un secondo risultato & costi-
tuito dalla seguente

Proprieta 2 1l moto di P ¢ elicoidale uniforme se e solo se ciascuno dei
moti componenti & uniforme.

Dimostrazione. Infatti

[5()] = V/(@1)% + (d2)2 + (#3)2 = VR ()% + (d3)2 = VR + h2|¢),

con h := %" costante, da cui la tesi.

1.9 Cambiamento di riferimento

Uno dei problemi centrali della cinematica classica ¢ quello di determinare
le relazioni tra le misure dei tempi, delle lunghezze e delle altre grandezze
cinematiche (velocita, accelerazioni, etc.) effettuate da due osservatori O ed
Q in moto 1'uno rispetto all’altro.

Siano rispettivamente (£3,t) ed (&5,t') gli spazi-tempo dei due osservatori.
Per risolvere il suddetto problema bisogna trovare il legame tra (P, t), punto
di &3 ed istante del tempo di O, e (P’,t'), punto di & ed istante del tempo
di €, che i due osservatori associano ad un medesimo evento, vale a dire
determinare la trasformazione invertibile

P=f(Pt),
t=h(FP,1).
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Per quanto riguarda la seconda parte della trasformazione, si puo pensare
che i due riferimenti siano muniti di orologi identici, pertanto in accordo con
il postulato C1 si avra

t=at' +b, a,beR,

se O ed ' adottano differenti unitd di misura ed origine dei tempi, o piu
semplicemente
t=t,

se si mettono d’accordo anche sull’unita di misura e sull’origine dei tempi.
Per completare la determinazione della trasformazione occorre introdurre
un ulteriore

Postulato C3 Ad ogni istante di tempo t, la trasformazione fi conserva la
distanza spaziale tra eventi, vale a dire é un’isometria tra £ ed Es:

d(fi(A, ), /(B t)=d(A,B"), vt eRVA B €é&.
Un risultato molto importante ¢ rappresentato dal seguente

Teorema 1 Ad ogni istante, fi é un’isometria tra E ed &3 se e solo se essa
¢ del tipo !
AP = A(Q) +Q(P' - 1), VP eg, (1.9)

dove Q' é un punto arbitrario di £5 e Q : Ef — E3 (Ej ed E3 rappresentano
gli spazi vettoriali a cui sono associati E5 e E3) é una trasformazione ortogo-
nale indipendente da ' (QTQ = QQT = I, con QT applicazione trasposta
di Q ed I applicazione identica.)

Dimostrazione: (Parte sufficiente). Se A e B € & sono i punti che
corrispondono ad A’ e B’ secondo la (1.9), si ha

d(A,B) = d(f(Q) + QA" - ), f1() + Q(B' - &),

e poiché in uno spazio puntuale affine euclideo la distanza tra due punti
coincide con il modulo del vettore ad essi corrispondente, segue

d(A,B) = [Q(B' - ) - QA - Q)| =[Q(B - 4|

= VQUF = 4)-QUF = 4) = \/QTQ(B/ — ) - (B — )
= |B' - A|=d(A', B).

LPer semplicita di scrittura si & omessa la dipendenza da t’, in quanto si sta considerando
un istante fissato
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VIV A

MM‘

(Parte necessaria). Viceversa, sia f1 : £ — & un’isometria. Fissato ' € &,
definiamo la seguente applicazione Q : Ej — E3

QW)= fi(P) = f1(Y), Vv €FE;, con P taleche P —Q =v.
Questa applicazione conserva il modulo dei vettori, poiché
Q)| = d(f1(P), (X)) = d(P, ) = |v/

Si puo mostrare che 'applicazione cosi definita conserva anche il prodotto
scalare. Infatti, dati due qualsiasi vettori u’ e v € E{ e w' = v/ —u/, si ha

W' € EX.

/

‘2—2u/-v,

|w/’2 = ‘v’ - u’|2 =KW -u) (v -u)= !u’}Q + ‘V/
da cui si ottiene la formula di Carnot
2u’ v = ‘W’}Q — ’u"2 - ‘v"Q.
Allora se (€}) & una base ortonormale di Ej, (Q(eé)) ¢ una base ortonormale

di F3. Se v = Q(v'), le componenti di v nella base (Q(e’-)) risultano

v =v-Q(e) = Q) - Q(e)) = v/ -
per cui
v =v,Q(€)) = (V/ ' e;) Q(e}),
v=QK) = Q((v’ -€}) eg).

Se confrontiamo le ultime due relazioni ne segue la linearita di Q, che & quin-
di una trasformazione ortogonale (in quanto conserva il prodotto scalare).
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Rimane da provare che Q ¢ indipendente dal punto ' € &} che & stato
scelto. Si prenda un altro punto ) € &} e sia P| tale che

V=P - =P Q)
allora I’applicazione corrispondente a Q) sara

Qi(v") = f(P]) = f1(Q)) = fi(P]) — A1) = (f1(2)) — f1())
=Q(P -Q)-Q(Q] - Q) =Q(P[ - Q) =Q(V), W € Ej,

vale a dire Q; = Q, che ¢ quanto rimaneva da provare.

Il teorema precedente consente di trovare la relazione tra le coordinate di
P’ nel riferimento {€, (€])} di &4, e le coordinate del punto corrispondente
P = fi1(P') nel riferimento {O, (;)} di &s.

Sia (Qij) la matrice che rappresenta 'applicazione Q : E5 — E3 nelle basi
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(€]) ed (e;), dei due osservatori ' ed O, per la (1.9) si ha
AP = f(Q)+ QP - &),

da cui

(fi(P") = 0) = (H(R) ~0) + QP )
e quindi

vie; = ro,€; + Qrie; = xo,€; + Qije;,
essendo

QG;- = Qijei = Gj, j = 1,2,3.
Questo significa che gli elementi della j™* colonna della matrice (Q;;), che
rappresenta ’applicazione Q quando per E3 ed Ej si scelgano rispettiva-
mente le basi (e;) ed (€)), sono i coseni direttori di €; rispetto agli assi di
{O, (e;)}. Dall’espressione precedente discendono le relazioni che cercavamo

T, =x0, + Qijx;-, 1=1,2,3. (1.10)

Qij e wq, possono dipendere dal tempo, infatti le considerazioni precedenti
sono state fatte ad un istante di tempo prefissato.
La trasformazione inversa e data da

2 = (Q)jizi — (QT)jize, = (Q)jizi +ab,, j = 1,2,3,

dove per l'ultima uguaglianza si sono sfruttate le (1.10) riscritte per il punto
O (di coordinate x; = 0,7 = 1,2,3, in {O, (el)}) e poi risolte ripetto a
v, j =123,

x/Oj = _(QT)jiin'

1.10 Moto di un corpo rigido

Si e gia data la definizione di corpo rigido. In questo paragrafo si mostrera
come i risultati di quello precedente consentano di descrivere, da un punto
di vista cinematico, il moto di un corpo rigido S rispetto ad un riferimento
R, che chiameremo riferimento fisso.

Infatti, vista la rigidita del corpo, si pud scegliere un riferimento rigido R’
solidale ad S, pertanto i punti del corpo hanno coordinate costanti in un si-
stema {€', (€})} di questo riferimento solidale. Ne viene che per determinare
le equazioni del moto dei punti di S nel riferimento R

T = xq, + Qi (1.11)
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e sufficiente assegnare le funzioni xg,(t) e Q;;(t), che forniscono rispetti-
vamente la posizione in {O, (e;)} dell’origine €2 e I'orientazione della terna
solidale (€}) rispetto alla terna (e;).

Poiché Q;; ¢ una matrice ortogonale, che soddisfa le 6 condizioni

J i=j
Lj=3% i=2j=3 (1

QinQjn = 045, { : { . i’ 9 z
i suoi elementi indipendenti sono 3 e quindi in definitiva ¢ sufficiente asse-
gnare 6 funzioni scalari di ¢ per individuare la configurazione di S.

Si noti che le condizioni (1.12) lasciano indeterminato il segno delle quantita
Qij (nel senso che se le Q;; le soddisfano, anche le —Q;; lo fanno), che risulta
tuttavia determinato dalla ulteriore condizione det(Q;;) = 1 che deve essere
soddisfatta se sia la terna solidale che quella fissa vengono scelte levogire.
Naturalmente i parametri da specificare per individuare la configurazione
di un corpo che non sia sottoposto ad altri vincoli oltre a quello di rigidita
si possono scegliere in tanti modi diversi. Si pu0 pensare, ad esempio, di
considerare 3 punti P;, P, e P3 non allineati di S. Allora, per individuare

Figura 1.7: Gradi di liberta di un corpo rigido

la posizione di P;, 'osservatore O ha bisogno di 3 parametri, ad esempio
delle coordinate cartesiane di P; o di quelle polari. Per P», giacendo questo
sulla sfera di centro P; e raggio |P» — P;|, sono necessari altri 2 parametri,
ad esempio 'angolo 0 tra P, — P; ed es (vedi Figura) e 'angolo ¢ tra la
proiezione di P, — P; sul piano Ox1x2 ed il versore e;. Poiché P3 giace sulla
circonferenza di centro la proiezione ortogonale di P sull’asse passante per
P e P» e raggio uguale alla distanza di P3 da quest’asse, per individuare la
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sua posizione occorre un solo parametro, quale ad esempio ’angolo 1 che
la normale n al triangolo P, P,P; forma con e3. La normale n ¢ orientata
in modo che un osservatore posto in P3 lungo (Ps,n), guardando P; veda
P alla sua sinistra. Una volta individuata la configurazione del triangolo
Py P, P, restano individuate le coordinate di ogni altro punto di S in fun-
zione dei sei parametri scelti, in quanto sono fisse le distanze di ogni altro
punto da P, P, e Ps.

Definizione 2 [l numero di gradi di liberta di un sistema materiale é il
numero di variabili indipendenti che occorrono per determinare la sua con-
figurazione.

Da quanto si e visto in precedenza discendono le

Proprieta 3 Un punto materiale libero ha &8 gradi di liberta.
Proprieta 4 Un corpo rigido libero ha 6 gradi di liberta.

Proprieta 5 Un corpo rigido lineare (ad esempio un’asticella molto sottile)
ha 5 gradi di liberta.

Pit1 in generale il moto di un sistema materiale si dice rigido in un intervallo
di tempo Z se la distanza tra due suoi punti qualsiasi rimane costante in
quell’intervallo. Un corpo che non sia rigido puod compiere dei moti rigidi,
mentre per definizione tutti i moti di un corpo rigido sono rigidi.

1.11 Formula fondamentale della cinematica di un
moto rigido

Definizione 3 Si chiama atto di moto rigido all’istante t, rispetto all’os-
servatore O, il campo di velocita dei punti di S in moto rigido, all’istante
constiderato.

Derivando la (1.10) rispetto al tempo, tenendo conto che le :v;, 7 =1,2,3,
sono costanti, si ottiene

i = B + Qi(t)a, i =1,2,3.
Sostituendo nelle precedenti le relazioni
2 = (QN)ju(wr — xq,), 5 =1,2,3,
si ricava

i; = dq, + Wiz, — zq,), con Wi :=Qi;(Q7);.
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Proprieta 6 L’applicazione W := QQT : E5 — Es5 ¢ antisimmetrica.
Dimostrazione. Derivando rispetto al tempo la condizione di ortogonalita
QQ7 =1, con I applicazione identica,

si ottiene
QQ”" + QQT =0, con 0 applicazione nulla,

vale a dire
W =-W7.

Si supponga adesso che anche il riferimento {€V, (€)} sia levogiro in mo-
do che det(Q) = 1, vale a dire Q sia un’applicazione ortogonale propria
(rotazione). Vale la

Proprieta 7 A W si puo associare uno ed un solo vettore w (pit precisa-
mente uno pseudovettore) per cui risulti

Wu=wAu, VYucEs, (W:QQT:E3—>E3).

Nella base (e;) la relazione da dimostrare si scrive

0 ng W13 (751 waug — W3u2
—W12 0 W23 u9 = w3ulp — wWius s
—W13 —ng 0 us wiUu2 — Wl

da cui si ricavano le seguenti equazioni

(Wm + w3>u2 + (Wl3 - wz) uz =0,

(Wm + ws)ul - (W23 + wl)u3 =0,

<W13 - wg)ul + (W23 + wl)UQ =0.

Queste ultime possono essere soddisfatte Vuq, us, ug se e solo se

w1 = —Whags,
wo = Wis,
w3 = —ng.

Il vettore w cosi definito si chiama velocita angolare per ragioni che risulte-
ranno chiare nel seguito.
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Inoltre 'atto di moto, che risulta definito assegnando v e w all’istante ¢, si
puo scrivere

vp(t) =va(t) + w(t) A (P —Q), (1.13)

quest’ultima rappresenta la formula fondamentale della cinematica di un
moto rigido.
Essa ¢ caratteristica dei moti rigidi, infatti se vale (1.13), si ha

d
priiete P = 2(vp —vp,) - (Pi— P)
= 2[wA(PL—P)|- (PL—P) =0, VP ,P€ES,
ovvero la distanza fra due qualsiasi punti del corpo rimane costante nel
tempo e quindi il suo moto e rigido.
Il campo di accelerazione si ricava derivando rispetto al tempo la (1.13)
ap = aQ—l-d)/\(P—Q)-I-UJ/\(Vp—VQ)

ag+wA(P—Q)+wA [wA (P—Q)]
= ag+WA(P-Q)— [w(P-Q)+[w- (P-Q)w.

Mostriamo adesso un altro modo di introdurre il vettore velocita angolare.
Si ha
P — Q= zle;,

essendo, per quanto visto prima, le componenti di P — §Q rispetto alla base
{e;}3_; uguali a quelle di P’ — €)' rispetto alla base {€/}3_;. Derivando la
precedente uguaglianza rispetto al tempo in &3, si ottiene

vp = T,€ + vq. (1.14)

Allora nota vgq, per conoscere la velocita di un qualsiasi punto di S basta
conoscere €;, i = 1,2, 3. Cominciamo con €;, decomponendolo rispetto a (€;)

si ha p p p
o (et (e (a0
Si noti che
€2 =€3/\N€ € €3= —€xNE€,
ed inoltre
d d d
%'61:0, e €-€3=0, da cui %'ng—Gl'g.
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Sostituendo queste ultime nella (1.15), si ottiene

= (G el na+[(Ga)a] na+[(Fa)a]ra

=0

Definendo

w=uw(t) = (% . 63)61 + <% . 61)62 + (% . 62>63,

si ricava infine

d€1 A
— =wAE
dt !
Ragionando come sopra, si mostra che valgono anche le
—dez w AN e 7d€3 w A
= (3 = €
dt 2 dt 5

che assieme alla precedente vengono dette formule di Poisson. Infine, sosti-
tuendo le formule di Poisson nella (1.14) si ha

vp=wAzie;+vog=wA (P —Q)+vq,

che ¢ la formula fondamentale della cinematica dei moti rigidi, pertanto w
& proprio la velocita angolare introdotta prima.

1.12 Teorema di Mozzi

Molto importante e il seguente

Teorema 2 Se w(t) # 0, all’istante t il luogo dei punti A, di S o solidali
ad S, per i quali va = ANt)w(t), con A scalare eventualmente nullo, é una
retta m(t) parallela ad w, che viene detta asse di moto o asse istantaneo di
rotazione od anche asse di Mozzi. Inoltre tutti i punti di quest’asse hanno
ad ogni istante la stessa velocita T(t), che viene detta velocita istantanea di
traslazione.

Dimostrazione. Proviamo, innanzitutto, che se w # 0, due punti P,Q € S
o ad esso solidali hanno la stessa velocita se e solo se la retta per P e ) e
parallela ad w.

Sia vp = vq, allora dalla formula fondamentale segue
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e quindi P — @ deve essere parallelo ad w. Il viceversa e sempre conseguenza
della (1.13). Un’ulteriore conseguenza di questa formula & che se due punti
hanno velocita parallela ad w, allora hanno la stessa velocita, e quindi per
quanto appena mostrato, la retta passante per essi e parallela ad w.
Il punto A € m(t) se e solo se v4 A w = 0, il che accade se e solo se

0 = vaAw volw+ [wA (A-Q)] Aw

~—~—
per la (1.13)

= voAw+|w(A-Q) - [(A-Q) w)]w.

E immediato verificare che il punto

vo Aw

A*=Q (w #0) (1.16)

jw|*

soddisfa I’equazione del luogo dei punti suddetto, che per quanto visto prima
¢ costituito da tutti e soli i punti della retta di equazione parametrica

A=A"+pk(t), con p che variain R.

dove k(t) := ﬁ La seconda parte del teorema risulta gia provata.

Osservazione 1 La quantita 7,(t) = vp -k é la stessa VP € S o solidale
ad S.

Dimostrazione. VP,Q € S, dalla (1.13)
vp-k=vg-k+[wA(P-Q)] - k=vg k

1.13 Alcuni moti rigidi particolari

1.13.1 Moti traslatori

Un moto di un corpo S rispetto al riferimento (O, (ei)) si dice traslatorio
se, ad ogni istante, tutti i punti di S hanno la stessa velocita

vp=17(t), VPeS.
Valgono le due seguenti proprieta:
1. un moto & traslatorio se e solo se ¢ rigido e w(t) =0, Vt;

2. un moto ¢ traslatorio se e solo se ¢ rigido e @;; non dipende dal tempo,
ovvero se e solo se 'orientazione degli assi (Q, (el)) rispetto agli assi
(O, (e;)) @ costante.
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Figura 1.8: Moto rotatorio

La prima proprieta ¢ una conseguenza immediata della (1.13). La seconda
risulta dal fatto che

Qu@h =0, Vihe{1,23) > Qy=0.

infatti, fissato ¢, dato che sz ?h = 0, Vh = {1, 2,3}, il vettore che ha QU
come componente j™? deve risultare ortogonale ai tre vettori indipendenti
di componenti j™° QjTh, h = {1,2,3}, questo implica che il primo vettore
deve essere nullo.

Inoltre dati due VP,Q € S, P(t) = Q(t) <= P(t) = Q(t)+(P(to)—Q(to)),
da cui si evince che in un moto traslatorio tutti i punti di S descrivono
traiettorie congruenti, ovvero sovrapponibili e percorse con la medesima
legge, vale il viceversa.

La velocita comune dei punti di S, solitamente indicata con 7(t), ¢ detta
velocita di traslazione. Se inoltre 7 non dipende dal tempo, il moto & detto
traslatorio uniforme. Un moto rigido e traslatorio uniforme se e solo se ogni
punto di S si muove di moto rettilineo uniforme.

1.13.2 Moto rotatorio

Un moto rigido si dice rotatorio se esiste un asse solidale a che ¢ fisso in &;.
Notiamo che in un moto rotatorio, w ¢ parallela ad a, infatti presi due
qualsiasi punti P e @ € a, per la (1.13) si ha

0=0+wA(P—-Q),
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essendo vp = v = 0, da cui la tesi.

Si scelgano le origini €2 ed O, del riferimento solidale e di quello fisso, coin-
cidenti e sull’asse a, inoltre Oz ed Oz} si scelgano coincidenti con ’asse
fisso.

Sia ¢ anomalia di Oz rispetto a Oz;. Allora, vedi Figura 1.8,

x; = Qija},
con
cosp —sing 0
(Qij) = | sing cose 0 |,
0 0 1
e quindi

0 0
(Wij) = (Qn@Qh;) =1 ¢ 0 0 |,
0O 0 O

da cui si deduce che
w = pes.

Detta P la proiezione sull’asse a di un qualsiasi punto P di S o solidale ad
S, si ha

vp = vo twA(P—Q)=ge3A[(P—P)+(P—-Q)] =gesA(P—P)
=0
= (¢|P—P|)es A [cos (¢ + ¢p)er +sin (o + ¢p)es)
= ¢|P—P|(—sin(p+¢per + cos (¢ + ¢p)ez),

dove ¢/5 & Panomalia di (P — P) rispetto a Pe}, che & costante.
Inoltre, dalla formula (1.16), che consente di individuare un punto dell’asse

di Mozzi, si ottiene

=g @iV _q
|l

Da quanto visto sopra discende la seguente

Proprieta 8 In un moto rotatorio l’asse di Mozzi coincide, ad ogni istante,
con l’asse a ed ogni punto del corpo descrive una circonferenza di centro P
e Taggio ‘P — P‘ con velocita di modulo

vl =P - P[],
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ed accelerazione

ap = WAP-Q)+wA[wA(P—-Q)]
= @ez A (P — Q)+ ¢es A [pesz A (P — Q)]
= ¢ ’P—P} (—sin (¢ + ¢p)er + cos (¢ + ¢p)es) — O*(P — P).

1.13.3 Moto rototraslatorio

Un moto rigido di un corpo S rispetto al riferimento (O, (ei)) si dice rototra-
slatorio se la direzione della velocita angolare e fissa in &3, cioe se k := %

non dipende dal tempo. Allora
vp=vqo+ (k-w(t)kA (P —Q).

Se si introducono un qualsiasi punto C fisso in & ed il vettore (dipendente
solo da t)

T(t) =va+wA (C—Q),

sottraendo membro a membro quest’ultima espressione dalla precedente, si
ottiene

vp=7(t)+w(t)N(P—-C).

La precedente si chiama decomposizione rototraslatoria propria, e mostra
come un moto rigido rototraslatorio sia composto di un moto rotatorio at-
torno ad un asse fisso passante per C e parallelo ad w e di uno traslatorio.
Si noti che di queste decomposizioni ne esistono infinite.

1.13.4 Moto elicoidale

Il moto elicoidale € un caso particolare di moto rototraslatorio, per il quale
esiste un asse solidale che scorre lungo un asse a fisso in &3 e la velocita
di scorrimento vs(t) € tale che |vs(t)] = ¢ |w(t)], c € R, (w # 0, ¢ > 0).
La velocita angolare, per la (1.13) applicata a due punti dell’asse solidale,
e parallela ad a, inoltre l’asse istantaneo di rotazione, per il teorema di
Mozzi, coincidera con l’asse solidale e la velocita istantanea di traslazione
sara uguale alla velocita di scorrimento dell’asse solidale rispetto a quello
fisso. Prendiamo 2 ed O rispettivamente sull’asse solidale e sull’asse a, e
scegliamo come asse 'z il suddetto asse solidale e come asse Ox3 l'asse a.
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Sia ¢ 'anomalia di Qe; rispetto a 2e;. Si ha vq = 7, e la velocita di un
qualsiasi punto P & allora

VP:T—I-w/\(P—Q).

Procedendo come nel caso del moto rotatorio si ricava che w = ¢es, mentre
dall’espressione per vp si trova che per tutti i punti del corpo

3'33:7"e3,

inoltre % = ¢ = cost, quindi il moto di ogni punto & elicoidale.

1.13.5 Moto rigido sferico

Un moto rigido di un corpo S & detto sferico se durante il moto resta fisso
in & un punto di S (o solidale ad S) che chiamiamo Q. In questo caso
¢ conveniente scegliere le origini del riferimento fisso e di quello solidale
coincidenti con il punto fisso. Nel Paragrafo 1.15 introdurremo delle variabili
opportune per la determinazione della configurazione di un corpo in moto
rigido sferico.

1.13.6 Moto rigido piano

Un moto rigido si dice piano se esiste un piano solidale p’ che, ad ogni istante
¢ sovrapposto ad un piano fisso p, che ¢ detto piano direttore.

Sia P* la proiezione ortogonale di un generico punto P di S sul piano solidale
p’ (P* & quindi un punto solidale al corpo), si ha

P(t) — P*(t) = P(to) — P*(ty) = vettore costante.
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E conveniente scegliere come origini O ed €' del riferimento fisso e di quello

solidale, rispettivamente un punto di p ed uno di p’ e gli assi Oxs ed /2%
rispettivamente ortogonali a p e p’. Allora per individuare la configurazione
di S, bisogna individuare quella di {2, €1, €2} rispetto ad {O, e1,e3}, vale a
dire, ad esempio, le coordinate (zq,,xq,) di € e 'anomalia di 2€; rispetto
ad Qep: occorrono quindi tre variabili. Poiché VP € S, vp = vp« e le
velocita sono parallele a p in quanto le distanze dei punti di .S dal piano p
devono rimanere costanti, da

vp = vpe +wA (P — PY).

si ha
0=wA(P—-P).

Allora, ad un istante fissato, deve essere w = 0 oppure w parallela a (P—P*),
vale a dire ad Oes. Inoltre agli istanti cui w # 0, 7 deve essere nulla non
potendo essere parallela ad w (tutti i punti di S hanno velocita parallela ad
Oejey!). Negli istanti in cui w # 0, 'intersezione dell’asse di Mozzi con il
piano p si chiama centro istantaneo di rotazione.

1.14 Moti rigidi generici
Torniamo adesso a considerare un moto rigido generico. Se si sceglie un
punto @ di S o ad esso solidale, che viene detto polo, si ha per un generico

punto P di S o ad esso solidale

vp=vg+wA (P —-Q).
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Lo spostamento infinitesimo di P, nell'intervallo di tempo [¢, ¢+ dt] & quindi
dP =vpdt =dQ +wdt N (P — Q).

Dal punto @ si tracci la retta parallela ad w e sia P la proiezione di P su di
essa, la precedente formula si puo allora riscrivere come

dP = dQ + wdt A (P — D).

Il secondo termine a secondo membro della precedente espressione rappre-
senta una rotazione infinitesima di un angolo |w dt| attorno all’asse per @
parallelo ad w, mentre il primo termine d@ & uguale per ogni P € S. Vale
quindi la

Proprieta 9 Ogni spostamento rigido infinitesimo é composto di una rota-
zione infinitesima di velocita angolare w attorno all’asse per @QQ parallelo ad
w, e di una traslazione infinitesima dQ.

A questo punto risulta naturale attribuire ad w il nome di velocita angolare.
Se in particolare come polo @ scegliamo un punto dell’asse di Mozzi, si ha

dP =T7dt +wdt A (P —P),

con P proiezione di P sull’asse di Mozzi all'istante t. Istantaneamente, al-
lora, il moto di S in un generico moto rigido & un moto elicoidale, nel senso
che esiste un moto elicoidale uniforme di S tale che all’istante considerato
la configurazione e I'atto di moto di S nel moto generico di S in conside-
razione e in questo moto elicoidale uniforme coincidano®. Questa proprieta
si esprime dicendo che ’atto di moto in un generico moto rigido ¢ ad ogni
istante elicoidale. Alla luce di quanto visto in questo paragrafo ed in quello
precedente valgono le

Proprieta 10 L’atto di moto di un moto rigido sferico é ad ogni istante
rotatorio attorno ad un asse uscente dal punto fisso.

Proprieta 11 L’atto di moto di un moto piano € ad ogni istante o tra-
slatorio parallelamente al piano direttore o rotatorio attorno ad un asse
ortogonale al piano direttore.

2Definizione Due moti di S si dicono tangenti ad un dato istante, se in tale istante il
generico punto di S, in tali moti, occupa in &3 la stessa posizione con la stessa velocita.
Per quanto visto sopra un generico moto rigido ¢, ad ogni istante, tangente a quel par-
ticolare moto elicoidale uniforme per il quale S a quell’istante si trova nella posizione
occupata a quell’istante nel moto in considerazione ed ha velocita angolare, velocita di
traslazione ed asse di Mozzi costantemente uguali a quelli che ha S nel moto considerato,
nel particolare istante considerato
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1.15 Angoli di Eulero

Abbiamo visto che per individuare la configurazione di un corpo rigido li-
bero S occorrono sei parametri, di cui tre atti ad individuare I'orientazione
della terna solidale rispetto a quella dell’osservatore O, (che per comodita
chiamiamo fissa).

Come tali parametri risulta spesso conveniente utilizzare i cosiddetti angoli
di Eulero. Introduciamo il riferimento {O, (e;)}?’ con assi paralleli a quelli
solidali, ma origine in O.

Ad ogni istante in cui e3 ed €5 non sono paralleli risulta definita la linea
intersezione dei piani per O ortogonali a questi versori. La si orienti in modo
che ad essa appaia levogiro il senso in cui deve ruotare, nel piano Oeses,
I'asse Oes per sovrapporsi all’asse O€j descrivendo un angolo inferiore a m
e si chiami n il suo versore.

Gli angoli di Eulero sono definiti nel modo seguente:

e 0 <0 <, detto angolo di nutazione, & 'anomalia di O€j rispetto ad
Oes, misurata assumendo come verso positivo quello levogiro rispetto
ad On,;

e 0 <Y < 2w, detto angolo di precessione, & 'anomalia di On rispet-
to ad Oep, misurata assumendo come verso positivo quello levogiro
rispetto ad Oeg;

3Con un piccolo abuso di notazione non faremo pit distinzione tra € ed €.
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e 0 <y <2m, detto angolo di rotazione propria, ¢ 'anomalia di O€] ri-
spetto ad On, misurata assumendo come verso positivo quello levogiro
rispetto ad Oej.

I nomi di questi angoli sono legati allo studio del moto dei corpi celesti.
Questi angoli sono indipendenti, infatti si puo portare la terna (O, (ei))
a sovrapporsi alla terna (O, (e’-)) mediante le tre rotazioni successive ed

1
indipendenti riportate sotto:

1. Una rotazione di asse Oejs ed angolo 1) che porta Oe; a sovrapporsi a
On. Si chiami Oe€f 'immagine di Oes secondo questa rotazione;

2. Una rotazione di asse On ed angolo 6 che porta Oes a sovrapporsi a
O¢j. Si chiami ON I'immagine di Oel; secondo questa rotazione, essa,
essendo ortogonale a O€}, giace nel piano O€] €);

3. Una rotazione di asse O€j ed angolo ¢ che porta On a sovrapporsi ad
O¢€] e di conseguenza ON ad Oé,.

Notiamo che negli istanti in cui Oez ed O€j sono paralleli, si ha § = 0
oppure 6 = m, ma ¢ e ¥ risultano indeterminati in quanto indeterminata &
la linea dei nodi. Non ¢ indeterminata pero la somma di ¢ e v (vale a dire
I'anomalia di O¢€) rispetto a Oe;), che insieme a §# = 0 0 § = 7 consente di
individuare l'orientazione di (O, (€})) rispetto a (O, (e;)).

Per quanto visto, se si considera lo spostamento di un generico punto P
solidale alla terna (O, (e;)), nell’intervallo di tempo (t,t+ At), esso a meno

di infinitesimi di ordine superiore a At ¢ dato da
AP = Aves A (P —0O)+ Abn A (P — O) + Apes A (P — 0),

da cui dividendo ambo i membri per At e passando al limite per At — 0 si
ha _ '
vp = (Ye3 + 6n + ¢ey) A (P — 0),

quindi, confrontando con la formula fondamentale dei moti rigidi, si ricava
che la velocita della terna (O, (€})) rispetto a quella fissa &

w = Yes + On + pej. (1.17)

¥,0 e ¢ sono le componenti di w rispetto ai versori non ortogonali, ma
indipendenti, e, n ed €5. Si noti che w & anche la velocita angolare di S,
poiché gli assi di {O, (e;)} sono paralleli a quelli solidali ad S. Adesso si
mostrera come a partire dalla (1.17), si possano ricavare le componenti della
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velocita angolare rispetto alla base (€), che vengono chiamate p,q ed 7.
Si noti che ON, O¢} ed Oes giacciono tutti sul piano per O ortogonale a n
e che ON ¢ ortogonale ad O€}, pertanto (si veda Figura) si ha
e3 = cosf e; + sin O N,
N = cosp €, + sinp €],
e quindi
e3 = sinfsin p €] + sin 6 cos p €, + cos O €. (1.18)

Analogamente
n = cos p €] — sin Y €. (1.19)

Allora sostituendo le (1.18)-(1.19) nella (1.17), si ricava

w = (Ysin@sin g + 6 cos ) €; + (Y sinf cos ¢ — Osin ) €y + (p + 1) cos 0) €5,
|\ ——

=p =q =r
che da il risultato cercato

pzlbsin@singo—i-écosgo,
q = vsinf cos ¢ — O sin p, (1.20)
r = ¢+ 1 cosb.

Le precedenti si possono invertire, cioé si possono esprimere 1/1 efe ¢ in
funzione di p,q ed r, in quanto il determinante dei coefficienti della prima,
terna di velocita angolari ¢ uguale a —siné # 0, per 6 # 0, 7. Si trova

. 1 '
Y = @(psmsqucow),

0 = pcosp — gsiny (1.21)
p=r —cot@(psin<p+qcos<p).

In conclusione di questo paragrafo si scrivera la matrice ortogonale ( Z;)
che realizza il cambiamento di coordinate (z;) — (x}) e si troveranno le
componenti di w nella base (e;).
( 5) ¢ il prodotto delle tre matrici (A;;), (Bij;) e (Cyj) che rappresentano
le tre rotazioni descritte in precedenza, che sono date da
cosy siny O 1 0 0
(Aij) = —siney cosyp 0 |, (Bij)=| 0 cosf sind
0 0 1 0 —sinf cosf
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e
cosep sing 0
(Cij) = —sing cose 0
0 0 1

Quindi poiché Qg; = Cy By Ay, si ha

€oS  cos 1 — sin ¢ cos 6 sin
(Q;;) = | —sinpcosy —cospcosbsiny
sin 6 sin ¥
cospsiny + sinpcosfcosy  sinfsiny
—sin psin + cos p cos B cosy  sin b cos @
—sin 6 cos cos 6

L’#™& colonna di questa matrice ¢ costituita dalle componenti di e; rispetto
N s ma - . C oy o A
a (€}), viceversa 1'i™® riga contiene le componenti di €] rispetto a (e;).

Infine, per trovare le componenti wi,ws,ws3 di w rispetto alla base (e;),
/
wy p
bisogna trovare prima (Q;;) e poi calcolare Qijw;, con | wh = q |,
wh r

procedendo in questo modo si trova

w1 = (cospcosty —sinpcoshsiniy)p + (—sin g cos) — cos g cos O sin))q
+(sinésin) r,

wo = (cospsinty + sinp cosf cos))p + (—sin psin) + cos p cos b cos 1))q
—(sinf cos ) r,

wg = (sinfsing)p+sinfcosypq+ cosbr.
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1.16 Moti relativi

Si considerino due sistemi di riferimento R ed R’ in moto rigido I'uno ri-
spetto all’altro. Per fissare le idee si chiami R riferimento assoluto ed R’
riferimento relativo. Si consideri un punto materiale X. Conseguentemente
alla terminologia introdotta, il moto di questo punto rispetto ad R si dice
assoluto, e relativo quello rispetto ad R’.

Se le

ah =ai(t), j=1,2,3,

sono le equazioni cartesiane finite del moto relativo, per le leggi di trasfor-
mazione delle coordinate trovate nel paragrafo 1.9 le equazioni del moto
assoluto saranno

x;i(t) = xq,(t) + Qij(t)x;-(t), 1=1,2,3. (1.22)
Si denotino

e con v, e v, la velocita relativa di X considerata, rispettivamente, come
un vettore di E4 e di E3, analogo sia il significato di a]. ed a,.

e ¢ con v e a la velocita e l'accelerazione assolute considerate come
vettori di Ejs.

Le componenti di v/ e v, sono rispettivamente (&’
r '

componenti di v sono (&;).
Derivando membro a membro le (1.22), si trova

B = ko, + Qi (QT)jk (2% — zq,) +QiJ$§’ (1.23)

-~
/

x’.
J

j) e (QUJU;) mentre le

Si noti che per la formula fondamentale della cinematica del moto rigido le

rappresentano le componenti della velocita rispetto ad R di quel punto dello
spazio solidale ad R’ a cui & sovrapposto X nell’istante di tempo ¢t. Tale
velocita, che viene indicata con v, viene detta velocita di trascinamento di
X. Pertanto la (1.23) in notazione vettoriale si puo scrivere

V=vV;+V, con VT:VQ—f-wTA(P—Q), (1.24)

dove P ¢ il punto occupato da X in &3 all’istante t, ed w; rappresenta la
velocita angolare di R’ rispetto ad R.
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La precedente relazione prende il nome di principio dei moti relativi. Essa
si puo riscrivere nella seguente forma

. . ./
T;€ = xQ,€; + wr A (a;, — mgi)ei + Qij T;e;,
che derivata membro a membro rispetto al tempo fornisce

i€ = Tq;e +wrA (a:z — in)ei +wr A (a;z - IIZQZ)GZ
9

—_———
~ T ./ o/
+ Qi (Q7);,Qun Eei + Qijije.
In notazione vettoriale la precedente si puo riscrivere

a = ag+w, A(P—Q)+w; A[ve+ v, —vo] +w; Av, +a,
= ag—i—wT/\(P—Q)—i—wT/\[wT/\(P—Q)]—i—QwT/\VT—i—aT.

ar

Si noti che il termine aq+w, A (P — Q) +w,A [wT A (P — Q)] ¢ l’accelerazione
rispetto ad R di quel punto dello spazio solidale ad R’ a cui X & sovrapposto
nell’istante t. Questa accelerazione viene chiamata accelerazione di trasci-
namento ed ¢ indicata con a,. La quantita 2w, A v, & detta accelerazione di
Coriolis o complementare ed ¢ indicata con a.. Pertanto in definitiva si ha

a=a,+a,+ta.. (1.25)
Riguardo ai riferimenti in moto relativo, vale il seguente importante
Teorema 3 In ogni moto del punto X risulta
a=0 < a.=0
se e solo se il moto di trascinamento é traslatorio uniforme.

Dimostrazione (Parte sufficiente). Se il moto di trascinamento ¢ traslato-
rio uniforme allora w, =0, a, =0 e a. = 2w; A v, = 0, questo implica che
a=a,equindia=0«a, =0.

(Parte necessaria). Sia a = 0 < a, = 0. Quindi se quando X ¢ in moto
rettilineo uniforme (arbitrario) in R lo ¢ anche in R’ e viceversa deve essere
a.+a, =2w; Av,+a; =0. Questo deve valere anche quando v, =0 (¢ un
particolare moto uniforme), quindi a; = 0. Ne viene che w; A v, =0, Vv,
costante, pertanto w, = 0, da cui la tesi.
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1.17 Derivata assoluta e derivata relativa

In questo paragrafo si vuole trovare il legame tra le derivate temporali di un
vettore u rispetto ai due riferimenti R ed R’ suddetti. Esse sono indicate
rispettivamente con

d,u dru

at  © dt
e sono dette derivata assoluta e relativa di u. Siano A(t) e B(t) € & tali
che u(t) = B(t) — A(t), vt € Z. Allora, per il principio dei moti relativi si ha

dau_V v
dt — VB A
=Vrg = Vry T Vi — Vo,
d.u (1.26)
= — +A(B—A
o T A )
d,

u
It + w; Au.

In particolare se u = w,, si ha

dow;  dyw;
dt  dt

Se poi u ¢ costante in R', la (1.26) diventa

d,u

dt

= w; Au.

1.18 Moti composti di corpi in moto rigido

Si consideri adesso un corpo esteso S, in moto rigido rispetto ad R’ e quindi,
per l'invarianza delle distanze, anche rispetto ad R. Per la formula fonda-
mentale della cinematica dei moti rigidi, si ha per ogni punto P appartenente
o solidale ad S

vl =v@ 4w, A(P—-Q)

@ essendo il polo scelto per S (appartenente o solidale ad S), ed w, la
velocita angolare di S rispetto ad R’, detta relativa. Dal principio dei moti
relativi abbiamo che le velocita assolute di P e () risultano essere

P

P _ P
vV =V, +Vv,,

VQ:vg—i—vQ

T
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da cui, sottraendo membro a membro, si ottiene

VP:VQ—i—(Vf—V?)—i—(VP—vQ)

T T

=v?+ (wr +w;) A (P - Q),
che prova la seguente

Proprieta 12 Il moto di S rispetto ad R, composto del moto rigido di S
rispetto ad R’ e del moto di R’ rispetto ad R, ha velocita angolare

w = w, + wr.

Questa proprieta continua ad essere vera anche quando si hanno n riferimenti
R,R'.R"....,R"™ 1 ¢ si consideri il moto di S rispetto ad R come composto
dei moti di S rispetto ad R(=1 di R(»=1) rispetto ad R™=2)  edi R
rispetto ad R.

1.19 Precessioni regolari

Un moto rigido sferico di un corpo S in uno spazio &3, di centro un punto
O (che si sceglie come origine) di S o solidale ad S, si dice una precessione
regolare se S ruota uniformemente intorno ad un asse f (detto asse di figura)
passante per O e solidale ad S ed f a sua volta ruota uniformemente intorno
ad un asse p (detto asse di precessione) passante anch’esso per O e fisso in
Es.

Sia &4 lo spazio solidale al piano O fp, per definizione il moto di precessione
di S'in & & il moto composto del moto rotatorio uniforme di S in £} attorno
all’asse f e del moto rotatorio uniforme attorno a p di & rispetto ad &s.
Vale la seguente

Proprieta 13 Un moto rigido sferico di un corpo S in uno spazio £3 € una
precessione regolare se e solo se la velocita angolare di S é somma di due
vettori, di cui uno € costante nello spazio E3 e altro nello spazio solidale.

Dimostrazione (Parte necessaria). Il moto sia una precessione, la velocita
angolare & somma di w,, velocita angolare di &} rispetto ad €3, che essendo
diretta lungo p e di modulo costante ¢ costante in &3 e della velocita angolare
w, di S rispetto ad &5, che essendo diretta lungo f e di modulo costante &
costante sia rispetto ad & che rispetto allo spazio solidale ad S.

(Parte sufficiente). Sia w = w; + wo, con w; costante in €3 e wy costante
nello spazio solidale ad S. Sia O il punto fisso. Si chiami f ’asse uscente



1.19. PRECESSIONI REGOLARI 37

i
e e,

da O e parallelo ad wy e p quello per O parallelo ad w;. Sia &£ lo spazio
solidale ad Opf. I punti F' di f diversi da O, essendo solidali ad S, hanno
velocita

Vp = (w1+w2)/\(F—O):w1/\(F—O),

quindi il piano Ofp (ed &) ruota uniformente attorno a p con velocita an-
golare wi. Allora il moto di S & composto da un moto rotatorio uniforme
rispetto ad &£ (attorno ad f) e dal moto rotatorio uniforme di &£ rispetto
ad &; (attorno a p).

Un moto di precessione si dice progressivo o retrogrado a seconda che sia
acuto od ottuso ’angolo tra wi ed wsy. Il vettore wq si chiama velocita di
precessione ed wo velocita di rotazione propria.

Un moto di precessione € quello della Terra in un riferimento con origine
nel centro della Terra ed assi di direzione invariabile rispetto alle stelle fisse
(che sono dei corpi celesti talmente distanti dalla Terra che le loro posizio-
ni relative sulla sfera celeste sembrano immutabili). In questo riferimento,
la Terra ruota attorno al proprio asse (asse di figura) il quale a sua volta
ruota attorno attorno all’asse ortogonale al piano dell’eclittica (asse di pre-
cessione), che ¢ il piano che contiene la traiettoria del centro della Terra nel
suo moto di rivoluzione intorno al Sole. Il periodo di rotazione propria e
un giorno, quello di precessione circa 26.000 anni. Al moto di precessione &
dovuto 'anticipo annuale di circa 20 minuti degli equinozi. Affinché un equi-
nozio torni ad essere in un dato giorno dell’anno devono infatti trascorrere
365x24x60 — 26.280 anni.



38

CAPITOLO 1.

CINEMATICA



Capitolo 2

Dinamica dei punti materiali
e dei corpi rigidi

2.1 Sistemi di riferimento inerziali

Cominceremo lo studio della dinamica ritornando a considerare il modello
pitu semplice di corpo naturale: il punto materiale.

L’assunto fondamentale della dinamica & che le azioni che si esplicano su
un corpo S siano dovute alla presenza di altri corpi e che tali azioni risul-
tino tanto piu deboli quanto maggiore e la distanza di questi corpi da S.
Sperimentalmente si osserva che la connessione tra il moto di un corpo e le
cause che lo determinano (le azioni degli altri corpi) risulta piu semplice in
un particolare sottoinsieme Z dei riferimenti spazio-temporali introdotti in
Cinematica.

Risulta ragionevole assumere che questo sottoinsieme sia da identificare con
quei riferimenti nei quali sia il piu semplice possibile il moto di un punto
materiale isolato, vale a dire un punto tanto distante da ogni altro corpo da
poter trascurare eventuali azioni su di esso. Quanto detto viene formalizzato
nel seguente

Postulato D1 (Principio di inerzia) FEsiste almeno un sistema di riferi-
mento spazio-temporale nel quale ogni punto materiale isolato o € in quiete
0 st muove di moto rettilineo uniforme. Questo sistema ¢ detto inerziale ed
é indicato con I.

Per individuare un riferimento inerziale si procede come segue. Innanzitut-
to lo spazio &3 di I si fissa in modo che in esso risulti rettilineo il moto di
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ogni punto (libero) isolato. Dopo di che considerata la retta percorsa da un
prefissato punto isolato X, si munisce lo spazio £3 di orologi sincronizzati,
tali che essi misurino intervalli uguali per tratti di uguale lunghezza per-
corsi da X sulla retta. Il tempo cosi definito, detto inerziale o dinamico,
¢ individuato a meno di una trasformazione affine, ovvero a meno di una
trasformazione del tipo ¢’ = at + b (che cambia l'origine e I'unita di misura
del tempo). Il principio d’inerzia assicura che con questa scelta del tempo il
moto di ogni altro punto isolato risulta essere anch’esso uniforme. Ammes-
sa la validita del principio d’inerzia, dal teorema 3 del capitolo precedente
discende immediatamente il seguente

Teorema 4 Se I é un riferimento inerziale, sono inerziali tutti e soli @
riferimenti in moto traslatorio uniforme rispetto ad I.

Limitatamente ai fenomeni di moto che avvengono nel sistema solare, si am-
mette che: lo spazio solidale ad un riferimento con ’origine nel centro del
Sole e gli assi puntati verso tre stelle fisse (spazio di Keplero) ¢ con eccellente
approssimazione inerziale.

Per quanto riguarda il tempo I'esperienza mostra che quello definito frazio-
nando la durata della rotazione propria della Terra, & con buona approssima-
zione inerziale, mentre con un’approssimazione ancora migliore lo & quello
definito frazionando il periodo di rivoluzione della Terra intorno al Sole.

2.2 Legge di forza in un sistema isolato di punti
materiali

Sia S = (X, Xo2,...,X,) un sistema isolato di n punti materiali. L’in-
terazione tra un generico punto X4 e tutti gli altri punti ¢ governata dal
seguente

Postulato D 2 Sia I un sistema di riferimento inerziale. L’azione dinami-
ca esplicata su un punto X4 € S da parte di un altro punto Xp € S (B #
A) ¢é espressa da un vettore applicato (XA, F(X4,XB)), che é detto forza
che Xp esercita su Xa. Questo vettore non dipende dalla presenza degli
altri punti materiali appartenenti a S e

F(XA7XB) = fAB (rA7I'B,VA,VB)7 !

'La funzione f,  si chiama legge di forza. I pedici compaiono perché nella legge sono
presenti come parametri le grandezze che esprimono le proprieta fisiche dei punti X4 e
Xp. Sinoti che poiché la forza all’istante ¢ dipende dalle posizioni e dalle velocita a
quell’istante in Meccanica Classica 1'azione dinamica ¢ supposta istantanea
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CONTaA,rp,Va,Vp vettor: posizione e velocita di X o e Xpg nel riferimento I.
Inoltre se S7 ed Sy sono due sottoinsiemi disgiunti di S, l'azione complessiva
che i punti di Sy esercitano su quelli di S1 ¢ data da

F(S1,Ss) = > F(Xa, Xp),
(Xa,XB)ES1XS2

che é detta regola del parallelogramma.
Infine i due vettori applicati (XA,F(XA,XB)) e (XB,F(XB,XA)) soddi-
sfano il principio di azione e reazione, ovvero

F(X4,Xp) =-F(Xp,X4).

2.3 Grandezze oggettive

E importante precisare il comportamento delle forze e delle leggi di forza nel
passaggio dal riferimento I ad un altro riferimento R che sia inerziale o meno.
A tal proposito si ha bisogno di introdurre qualche concetto preliminare.
Una grandezza scalare s ed una vettoriale w si dicono oggettive se, per le
loro determinazioni in due riferimenti generici R ed R/, si ha

SR = SR, WR=Wp/,

con ovvio significato dei simboli. La seconda relazione in componenti si
scrive

w; = Qijw,

dove i pedici R ed R’ sono stati omessi per semplicita di scrittura.

La distanza tra due punti ¢ un esempio di scalare oggettivo. Si considerino
i vettori posizione di due punti materiali X4 e Xpg nei riferimenti R ed R/,
indicati rispettivamente con r 4, ed r’y, 'z 2. Il vettore r 4 non & oggettivo,

infatti
(ra)i = (re)i + Qij(rl);,

con  origine di R’, mentre ¢ facile verificare che il vettore r4 — rg lo &.
Siano, adesso, s e w rispettivamente una grandezza scalare ed una vettoriale

2Si sta facendo un lieve abuso di notazione perché finora con r'y si & indicato il vettore
di E4 corrispondente ad ra
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oggettive, che siano funzioni delle grandezze scalari oggettive s1, So,...,Sm
e vettoriali oggettive wi, wo, ..., wWy:

S ="h(81,82, -, Sm, W1, Wa,..., Wp)

w = f(81,82, ..., Sm, W1, Wa,..., Wp).

Le funzioni h ed f si dicono oggettive se non cambiano nel passaggio da R
ad R/, sistemi di riferimento arbitrari, vale a dire

s = h(s1,82, .-y Sm, W1, W2,..., Wy)

= h(s),sh,...,s Wi, wh ..., wh)=4¢
w = f(s1,82,...,8m, W1, Wa,..., W)

= f(s),8h,...,8,wi,wh, ..., w)=w.

2.4 Comportamento delle forze e delle leggi di for-
za

Riguardo alle forze ed alle leggi di forza, si assume il seguente
Postulato D 3 La forza che si esplica tra due sottoinsiemi disgiunti S1 e
Sy di un insieme isolato S di punti materiali é un vettore oggettivo nel

passaggio da un riferimento inerziale ad un altro R’ (inerziale o meno).
Inoltre ¢ oggettiva anche la legge di forza.

Dal precedente postulato seguono delle precise restrizioni sulla forma delle
leggi di forza, che sono espresse dal seguente

Teorema 5 La legge di forza f,, soddisfa il postulato D3 se e solo se
f,(a,b.ab)=¢,,(rl u kk, (2.1)
dove ¢ ,, € una funzione scalare oggettiva e per semplicita di notazione

a:=ry, b:=rp, r:=a—b, u:=a—-b e k::m.

Dimostrazione (Parte sufficiente). Supponiamo valga la (2.1), ovvero
fAB (av b, a, b) = ¢AB(‘I" - k) k.

42



Rivolgiamo la nostra attenzione al termine u - k, si ha 3

. Tk 1A 1B Ny anT;L 1A 1B T;L R,
u-k= ’I”km = [ka(v -V )m""le’rl] ‘r/‘ = (V -V ) — =u -k,

poiché
T
(Q)nkal TZT;L = Oa
N — N\~
antisimm. simm.

allora u - k € uno scalare oggettivo. Utilizzando questo risultato, si ottiene

(fAB (av b, é,B))l = ¢AB(‘I‘| y U k) ki = ¢AB(|I‘,‘ vu/ : k/)lek;n
= Qun (G4 (] 0 1) k) = Qu (£1 (B8, B) )

e questo mostra che la legge di forza e oggettiva.
(Parte necessaria.) La legge di forza sia oggettiva, allora

’L?;f(fAB)k(am? bm, Gm, bm) = (fAB)i(a;na b;na a/rm b;n)a

VQir ortogonale.

Da cui

z/;(fAB)k‘((lmabmadmabm) = (fAB)i(Q?nl(al — LL‘Ql),Q;];Ll(l?l — le)’Q%l(dl
— do) + Quular — 20,), Quu(bi — iq,)
+ QL,(by — zq)).

Adesso si scelgano gli assi di R’ in modo che, all’istante ¢, essi siano paralleli
e concordi a quelli di I, inoltre, sempre a quell’istante, la sua origine stia

3Si ricordi che
i = Qij m; + xq@, con inversa x; = Qfl (1 — zq,)-
Derivando la prima, si ottiene
i = Qijz) + Qi + da,
la cui inversa e
. T ,. . T ~ T
iU; = jS(x,- - l’Ql) - jSQikaz(ﬂ«“l - xﬂl)
T/, . T T
= Qji(Ti — T0;) + Q1QunQman(Tn — Ta,)
T/, . ST
= ng(xl - qu) + le(xl - le).

Sottolineamo anche che v/ indica qui la velocita di A rispetto ad R’ e cosi via.
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nella posizione occupata da B, la sua velocita angolare sia nulla e quella di
traslazione sia uguale a quella del punto B, ovvero

Ql?k@) = Onk; Qg;k =0, Ly, (t) = bk(t)ﬂ j:Qk (t) - bk(t)
Allora all’istante ¢ la (2.2) diventera
(fAB)’i(am’ b, A, bm) = (fAB)i(rm’ 0,7m, 0)7

da cui segue che f, ; deve dipendere dai suoi argomenti attraversor =a—b
er=a-—b.
Inoltre, dall’oggettivita di f,,, deve aversi

k(i) = (£,)i(F s (v = V') )

= (£,5)i( ?anjaQ?njfj +Q?anj)' (2.2)

N

Quest’ultima relazione deve valere, in particolare, quando il moto di R’ &
tale che all’istante t gm = O, © Qfm € una generica matrice antisim-
metrica. Si indichi con w lo pseudo-vettore corrispondente all’applicazione
antisimmetrica Q7 (all’istante t), allora Q{mrm = (wAT)p,. Si decomponga,
inoltre, r rispetto a k ed al piano ad esso ortogonale

P—i 4 (F- Kk,
allora la relazione (2.2) diventa
(Fap)i(rms 'm) = (£4p)i(rm, (C1)m + (- K) km + (WA T)m),  Vew.

Si noti che (w Ar), & ortogonale ad r, e quindi influisce solo su ¥, si deduce
quindi che la legge di forza puo dipendere solo dalla componente di u lungo
k, ovvero risulta

f.5 =L, ku k).

In conclusione, per 'oggettivita della legge di forza, deve aversi

Qg’;(fAB)k(M sk, k) = (fAB)i(lr,‘ 7k;’m u'- k,)
= (£,5)i(Ir| 7Q777:le3la u-k), VQ ortogonale.

I teoremi di rappresentazione delle funzioni isotrope (vedi Appendice B) as-
sicurano che la precedente implica che vale la (2.1), per cui la dimostrazione
& conclusa.
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2.5 La legge del moto di Newton

La connessione tra il moto di un sistema isolato di punti e le cause che lo
determinano ¢ stabilita dal seguente

Postulato D 4 Sia S un sistema isolato di n punti materiali in moto in un
riferimento inerziale I. Ad ogni punto X4, A =1,...,n, si puod associare
una costante positiva my, detta massa inerziale di X 4, che dipende solo
dalla costituzione materiale del punto in questione ed é uno scalare oggettivo,
tale che

mata =F(Xa,XG5), A=1,...,n, (2.3)

dove, X§ e linsieme complementare di X 4 rispetto ad S.

Se, in particolare S & costituito da due soli punti X; ed Xy, per le (2.3) ed
il principio di azione e reazione, si ha

mia; = F(X1, X2) = —F (X2, X1) = —meay,

= mia; + mpag = 0,
dalla quale si deduce la vericidita del 4

Teorema 6 Due punti materiali in moto in un riferimento inerziale I, l’u-
no alla sola presenza dell’altro, hanno accelerazioni aventi la stessa direzione
e verso opposto, inoltre il rapporto dei moduli delle accelerazioni coincide col
reciproco del rapporto delle loro masse:

lu] _ ma
lag| My

Il precedente teorema consente di misurare la massa inerziale di un qualsiasi
punto materiale, una volta che sia attribuita massa unitaria ad un punto X
arbitrario. Se, infatti, un qualsiasi punto X* si muove in I alla sola presenza
di X, si ha

«_ 13

arl’

con ovvio significato dei simboli.

4Nella formulazione della Dinamica secondo Mach e Kirchhoff, il risultato espresso da
questo teorema viene assunto come postulato, inoltre la forza che X esercita su X; e
definita come F12 := miaiz2, a;2 essendo 'accelerazione di X; quando esso si muove alla
sola presenza di X2. Analogamente ¢ definita F21. Gli altri postulati della formulazione di
Mach e Kirchhoff (tutti precedenti a questo testé enunciato) riguardano le accelerazioni,
vedi ad esempio Rionero.
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2.6 Determinazione del moto di un sistema di pun-
ti materiali

Sia S un sistema isolato di n punti materiali in moto in uno spazio-tempo
inerziale I. Scrivendo I’equazione (2.3) per ogni punto di S e facendo appello
al postulato D2, si ottiene il seguente sistema di equazioni differenziali del

secondo ordine nelle n funzioni incognite ry, ..., ry:
ml'x‘l = Rl(rl, N I"1, ey I"n),
.................. (2.4)
mpty, = Ry(r1,...,r0,T1,...,Ty),
Gli ryq, A = 1,...,n, rappresentano, naturalmente, i vettori posizione dei
punti materiali nel sistema spaziale scelto, mentre R4 € il risultante delle
forze che i punti Xpg, con B # A, esercitano sul punto X4, A =1,...,n.

Tale risultante ¢ dato da

Ra= ) fap(ra,rp,ta,ip).
B#A

Le equazioni del sistema (2.4) proiettate sugli assi cartesiani del sistema
spaziale di I forniscono un sistema di 3n equazioni differenziali scalari del
secondo ordine nelle 3n funzioni incognite rappresentate dalle coordinate dei
punti materiali.

Il sistema (2.4) & detto in forma normale in quanto esplicitato rispetto alle
derivate di ordine massimo (le derivate seconde). Nella teoria dei sistemi
di equazioni differenziali si dimostra che se le funzioni al secondo membro
(ovvero i risultanti delle forze) sono sufficientemente regolari, allora esiste
una ed una sola soluzione del sistema (2.4) che soddisfa le 2n condizioni
iniziali vettoriali

0 . 0 .
ri(to) =\, ra(to) = 1O #1(t0) = vV, . Enlte) = v\,
con rgo), . ,rﬁ?), vgo), e ,v%o) vettori costanti assegnati e g istante iniziale.

Risulta cosi provato il seguente

Teorema 7 (Determinismo meccanico) Un sistema isolato din punti mate-
riali pud compiere oo™ moti distinti (tanti quante sono le condizioni iniziali
scalari da assegnare), ognuno dei quali risulta perfettamente individuato se
si conoscono le posizioni e le velocita iniziali dei punti e le leggi di forza tra
di essi.
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2.7 Principio di relativita (di Galilei)

Consideriamo due sistemi di riferimento inerziali I ed I’. Nel passaggio da
I ad I’, Vaccelerazione di un qualsiasi punto materiale risulta immutata
(poiche a, = a. = 0), ed inoltre, per i postulati D3 e D4, le leggi di forza e
le masse risultano essere oggettive, pertanto in I’ le leggi di moto si scrivono

. , ;- .
mar’ g =Ra(r'y,. ..., v, v/1,...,17), A=1,...,n
Quanto detto dimostra il seguente

Teorema 8 (Principio di relativita) Le leggi della Dinamica hanno la stessa
forma (si dice che sono invarianti in forma o covarianti) in tutti i riferimenti
imerziali.

Si noti che a parita di condizioni iniziali, le soluzioni delle equazioni del moto
in I e I’ saranno le stesse: non risulta possibile distinguere tra riferimenti
inerziali con misure meccaniche effettuate all’interno dei riferimenti °.

2.8 Moto di un sistema di punti in un ambiente
esterno

Sia S = {Xl, .. .,Xn} un sistema isolato di n punti materiali in moto in
un riferimento inerziale I. Indichiamo con a(Xy4, (S \ X4)) 'accelerazione
di X4 quando esso si muove alla presenza di tutti gli altri punti di S e
con a(X, Xp) l'accelerazione di X4 quando si muove alla sola presenza di
Xp. E immediato vedere che dalla legge del parallelogramma delle forze e
dalla legge del moto di Newton ® segue la legge del parallelogramma delle
accelerazioni

a(XA7 (S \ XA)) = ZB;éA a(XA)XB)'

Sia adesso S = (71, ..., Z,) un sistema isolato in moto in uno spazio inerziale
I, e supponiamo che esso sia decomponibile in due sottosistemi disgiunti
X =(X1,...,Xpn,)ed Y =(Y1,...,Y,,), con n; +n2 = n. Siano my ed Mp
le masse rispettivamente di X4 ed Yg,con A=1,....nieB=1,...,n9, €
siano queste masse tali che

ni

ZmA << Mg, VB=1,...,no.

A=1

5Si legga la pagina sulla nave del Dialogo dei massimi sistemi di Galilei
6mAa(XA, (S\ XA)) = ZB;&A F(X4,XB) = ZB;M maa(Xa, Xp), con ma massa di
Xa, A=1,...,n.
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Analizziamo, adesso, il contributo all’accelerazione di un generico punto
Yp € Y da parte di un generico punto X4 € X, si ha

Mpa(Yp,S\Yg) = > F(Yp,Yo)+ > F(Yp,Xa)
C+#B A

= Z Mca(Ye,Ys) — ZmAa(XA,YB),
C#B A

da cui, dividendo ambo i membri per Mp,

a(Yp, S\ Yp) =~ ) —a (Yo, Ya) ZM— a(Xa,Yp)
C#B A v
<<1
Mc
~ — Z M—Ba(YC,YB).

C+#B

Questo risultato mostra che, nelle ipotesi fatte, 'influenza dinamica dei pun-
ti di X puo essere trascurata quando si studia il moto del sistema ). Que-
st’ultimo viene detto ambiente esterno ad X ed il suo moto si puo, quindi,

determinare considerandolo (in prima approssimazione) come un sistema
isolato.

Se si indica con

r4 il vettore posizione di X4, A=1,...,n

1,

y g il vettore posizione di Yg,B =1,...,n9,

RE;) il risultante delle forze interne agenti su X 4, definite come le forze
esercitate su X 4 dagli altri punti di X,

Rf) il risultante delle forze esterne esercitate su X 4, cioe dovute, per defi-
nizione, all’azione dei punti di ),

allora le equazioni del moto dei punti di & si scrivono

maia =R (a4, y1(6), - Yo (0, 51(8), - T (1))
—i—R(Z)(rl,...,rm,i'l,...,i‘nl), A=1,...,n

Si noti che una volta determinato il moto dei punti di ), sia le posizioni che
le velocita di tali punti risultano funzioni assegnate del tempo e quindi

RS) = RE?(I‘A, ra,t).
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In generale tale funzione non ¢ una funzione oggettiva diry e 4. * Se, infine
si suppone che X sia costituito da un solo punto materiale, si ha

mi = R (xr,1,1),

che e 'equazione fondamentale della Dinamica del punto materiale libero.

2.9 Sistemi di punti materiali, equazioni cardinali

Consideriamo un sistema X’ di punti materiali in moto in uno spazio-tempo
inerziale I, in presenza di un ambiente ) il cui moto si supponga noto a
priori. Per il principio di azione-reazione si ha

F(X4,Xp) = -F(XpB,X4), A # B,
inoltre, poiché queste forze sono parallele ad X 4 — Xp, si ha anche
(Xa4—Xp)ANF(X4,Xp)=—(X4—Xp) ANF(XpB,X4)=0.

Allora, suddividendo le forze interne a coppie (F(X 4, XB),F(Xp, X A)), si
puo provare che

ni ) ni ~ )
SRY =0, Y (xai-0)aRY =0, (2.5)
A=1 A=1

dove O & un punto arbitrariamente scelto, fisso o mobile rispetto ad I, che
& detto polo, mentre (X4 — O) A w & detto momento di w rispetto ad O, w
essendo un qualsiasi vettore applicato nel punto X 4.

Se si sommano membro a membro dapprima le equazioni di Newton relative
ad ogni punto X4, A =1,...,n; e poi le stesse equazioni moltiplicate vetto-
rialmente a sinistra per X 4 — O, e si usano le (2.5), si ottiene la prima forma

delle equazioni cardinali della meccanica per un sistema di punti materiali:

ni ni

Z maay = Z RE:) =: R(e), (2.6)
A=1 A=1

S - S S\ Rl© (e)

Y (Xa—0)Amaas =Y (Xa—O)ARY =M, (27
A=1 A=1

TA causa della presenza del’ambiente esterno ), in moto assegnato, viene meno
I’omogeneita e l'isotropia dello spazio-tempo
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(e)
~ O
tante rispetto al polo O di tutte le forze esterne. Queste equazioni non sono
sufficienti a determinare il moto di un sistema di punti materiali, tranne in
alcuni casi particolari, quale quello in cui la distanza tra ogni coppia di punti
del sistema ¢ vincolata a rimanere costante (punti vincolati rigidamente).

dove R(® ¢ il risultante di tutte le forze esterne e M'Y & il momento risul-

2.10 Quantita di moto e momento della quantita
di moto e loro equazioni di bilancio

La quantita di moto del punto materiale X4, A € {1,...,n1}, nello spazio
I & definita come

Q4 :=mava.

Naturalmente, la quantita di moto totale del sistema X sara definita come
la somma delle quantita di moto di tutti i suoi punti,

ni
Q:=> Qu.
A=1
Derivando rispetto al tempo questa quantita, si ottiene

Q= Z maaj. (2.8)
A=1

Usando questa relazione e possibile riscrivere la prima equazione cardinale
(2.6) nella forma
Q=R

quest’ultima prova la seguente

Proprieta 14 La derivata temporale della quantita di moto di un sistema
di punti materiali ¢ uguale, ad ogni istante, al risultante delle forze esterne.
In particolare, se quest’ultimo é nullo la quantita di moto si conserva (é
costante nel tempo).

Se m = Y 4L, my ¢ la massa totale del sistema X di punti, si definisce
baricentro di questo sistema il punto GG definito dalla relazione

m(G—O) = imA(XA—O). (2.9)
A=1
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Si noti che G non cambia se si sostituisce O con un qualsiasi altro punto O’,
infatti

m(G” — 0/) = Zl:mA(XA — O') = i:mA[(XA - 0)+ (0 — O/)]
A=1 A=1
=m(G—0)+m(0—-0")=m(G-0"),

da cui G = G'. Derivando la (2.9) una prima volta rispetto al tempo, si
ottiene

mvg = Q.

Derivando una seconda volta e tenendo conto della (2.8), si vede che la prima
equazione cardinale si puo scrivere nella forma ancora diversa

mag =R, (2.10)
che prova la seguente

Proprieta 15 Il baricentro di un sistema di punti materiali si muove come
un punto materiale di massa m sottoposto ad una forza uguale al risultan-
te delle forze esterne. In particolare, se il sistema di punti é isolato, il
baricentro si muove di moto rettilineo uniforme o é in quiete.

In maniera analoga e possibile riscrivere la seconda equazione cardinale,
definendo il momento della quantita di moto del punto X4 rispetto al polo

0,

LA,O = (XA—O)/\mAVA,

ed il momento risultante della quantita di moto (o momento angolare) del
sistema X rispetto allo stesso polo,

ni
LO = Z LA,O'
A=1

Derivando rispetto al tempo e tenendo conto della (2.7), otteniamo

n1 n1

Lo = D (Xa—O)Amaan+) (va—vg) Amava
A=1 A=l
N

— (XA—O)AmAaA—VOAQ:M(Of)—vé/\Q,
A=1
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dove v ¢ la velocita di O. Chiaramente questa velocitd & nulla se il polo
¢ fisso nel riferimento considerato. Il secondo termine all’ultimo membro
della precedente catena di uguaglianze si annulla anche nel caso in cui come
polo si scelga il baricentro, perché la velocita di quest’ultimo e parallela alla
quantita di moto totale del sistema. Risulta quindi provata la seguente

Proprieta 16 Se come polo si sceglie un punto fisso o il baricentro, la deri-
vata temporale del momento angolare e, ad ogni istante, uguale al momento,
rispetto al polo scelto, delle forze esterne agenti su X. In particolare, per un
sistema isolato il momento angolare si conserva (é costante nel tempo).

Le equazioni cardinali nelle loro ultime forme sono anche dette rispettiva-
mente equazione di bilancio della quantita di moto e del momento angolare.

2.11 Energia cinetica e moto attorno al baricentro

L’energia cinetica, o forza viva, associata ad un punto materiale X 4 nel suo
moto in un riferimento R ¢ definita come

1

Ky = 5 Ma |VA|2,
mentre ’energia cinetica totale del sistema X & definita come
ny
K = Z Ka.
A=1

Si consideri, adesso, il riferimento R¢g con origine nel baricentro ed assi ad
ogni istante paralleli e concordi a quelli di R. Il moto di X rispetto ad Rg
si chiama moto attorno al baricentro. Vale il seguente

Teorema 17 (di Kénig) L’energia cinetica K di X nel suo moto rispetto
ad R ¢ la somma dell’energia cinetica K' del moto attorno al baricentro e
dell’energia cinetica che avrebbe il baricentro, nel suo moto rispetto ad R,
se in esso fosse concentrata tutta la massa del sistema, vale a dire

1
K:K’+§m|vG|2. (2.11)

Dimostrazione. Il moto di Rg rispetto ad R € traslatorio con velocita di
traslazione uguale a v, pertanto per il principio dei moti relativi si ha 8

va=vVi+vg, VA=1,...,nq,

8v/y & la velocita di X4 in Rg
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allora

1 1
K= 2;mAVA-VA = 214z_:lmA(Vi4+Vg)‘(Vi4+Vg)

1 & - 1
=3 Z ma V> + va - Z mav'y + im\vG\z,
A=1 A=1

ed essendo Y 4L | ma vy = mvy, = 0 il teorema risulta provato.
Un altro utile risultato e espresso dal seguente

Teorema 18 Il momento angolare L' del sistema di punti nel moto attorno
al baricentro non dipende dal polo che si sceglie. Inoltre se come polo si
sceglie il baricentro, il momento angolare rispetto ad R coincide con L', cioé
st ha

Lg=1L' (2.12)

Dimostrazione. Siano O e O’ due poli arbitrari, allora

ni ni
Lo, =) (Xa—0)Amavly =Y [(Xa—0)+ (0 -0 Amav)y
A=1 A=1

:L’O~—|—(O—O~')/\mv’G:L’O~.

Per provare la seconda parte del teorema, si noti che

ni ni
Lo = Z(XA — G) AMmAve = Z(XA — G) /\mA(v;l +Vg)
A=1 A=1

ni
=L+ ZmA(XA—G)/\VG:L/,
A=1

poiché per la definizione di baricentro > ' ; ma(Xa —G) =m(G—-G) = 0.

2.12 Lavoro di un sistema di forze, teorema delle
forze vive

Sia X il consueto sistema di punti materiali in moto nello spazio-tempo
inerziale I sotto l'azione dell’ambiente esterno ). Sia R4 il risultante di
tutte le forze agenti sul punto X4, A =1,...,n;1. Si chiama lavoro compiuto
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dal sistema di forze applicate {(Xa,R4)}L, nell'intervallo di tempo [tg, t1]

la quantita
™M era(t)
L[to,tl] = Z/ RA : drA7
A=17ra(to)

dove
ra(t) t1
/ R, - dra ::/ Ry (11(8), Ty (£),51(0), - oy (£), ) - V(1) .
r4(to) to

Tale lavoro, naturalmente, non dipende solamente dall’intervallo di tempo
considerato ma, in generale, anche dal moto del sistema. Si noti inoltre che,
essendo R4 = REZ) + RS),A =1,...,nq, risulta

L(to,t1) = LD (o, t1) + L (tg, t1),

dove L0 (tg,t1) e L®(tg,t1) sono rispettivamente il lavoro compiuto dalle
forze interne e quello compiuto dalle forze esterne.

Se si considera, adesso, I'energia cinetica K di X e la si deriva rispetto al
tempo, si ha

) d /1 ni ni ni
K = %(52777’,4“’14‘2) = ZmAaA'VA = ZRA'VA-
A=1 A=1 A=1
Integrando rispetto al tempo, nell'intervallo [tg, ¢1], il primo e I'ultimo mem-
bro della precedente, si ottiene
K(tl) - K(tO) = L[to,tﬂ’
ovvero vale il seguente

Teorema 19 (delle forze vive) La variazione dell’energia cinetica del siste-
ma X nell’intervallo [tg,t1] € uguale al lavoro compiuto dalle forze interne
ed esterne in questo intervallo di tempo.

2.13 Forze conservative e conservazione dell’ener-
gia meccanica
Si supponga adesso che le forze agenti sui punti di X dipendano solo dalle

posizioni di tali punti, in tal caso si parla di forze posizionali. Si dira poi che
tali forze costituiscono una sollecitazione conservativa se esiste una funzione
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scalare U(ry,...,ry, ), definita a meno di una costante additiva arbitraria e
detta energia potenziale del sistema X, tale che

oU(r1,...,rp,)

A=1,... ,=1,2,3.
3(1',4)i ) , N1, ? ) 4

(RA)Z‘ ==

Nel caso di un sistema in moto sotto 1’azione di una sollecitazione conserva-
tiva, si ha

B ni t1 B tp ™ 5U(I‘1,...,rn1) .
Lo, = Azz:l/to (RA)i(VA)idt - _/ Z AT a); (Ta)dt

to A=1

B DU (re(t), ..., 0, (1))
_ _/to = dt

- —[U(rl(m, ot () = U(ra(to), - ,rm(to))]

Questo risultato prova il seguente

Teorema 20 [l lavoro di una sollecitazione conservativa in un intervallo
di tempo [to,t1] dipende solo dalle posizioni iniziali e finali dei punti del
sistema X su cui essa agisce ed e uguale all’opposto della variazione di
energia potenziale nell’intervallo di tempo considerato.

L’energia meccanica E di un sistema sul quale agisce una sollecitazione
conservativa e, per definizione

EFE=K+U.
Risulta che

AE[to,tl] = E(tl) - E(to)
= (tl) — K(to) + U(I‘l(tl), BN (tl)) — U(I’l(t()), BN (to))
= K(t1) — K(to) — Lz, = 0,

ovvero vale il seguente

Teorema 21 (Principio di conservazione dell’energia meccanica o totale)
Per un sistema in moto sotto l’azione di una sollecitazione conservativa si
mantiene costante [’energia totale.
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2.14 Dinamica nei riferimenti non inerziali

Vediamo come diventano le leggi del moto di un sistema di punti materiali X
che si muove sotto ’azione di un ambiente ) in un riferimento non inerziale
R, in moto rigido rispetto ad un riferimento inerziale I.

Le leggi del moto di X in I sono

maaps = RE:) (rAa i'Avyl(t)7 s 7Yn2(t)7YI(t)7 s 75’1@2 (t)>

+R§?(r1,...,rm,f1,...,fnl), A=1,....n.
Nel capitolo precedente, a proposito dei moti relativi, si € mostrato che
ajg=apg+arataca, A=1,...,n,

sostituendo nelle leggi del moto, si ha

maar A = RS) (I‘A, i‘Aa YI(t)v < Yng (t), 5’1 (t>7 ce 75’71,2 (t)>

(i) . .
+Ry (11, . Ty, 1, Py ) —Mmaar g —maaca, A=1,...,n,

che ricordando l'oggettivita delle masse, delle forze e delle leggi di forza,
diventano

maal g = R (X474 ¥4 (0 (0,51 (0,3, (1)
R (¥ )
—mAa'T’A —QmAw’TAf’A, A=1,...,n.

Queste ultime rappresentano le leggi del moto in R.
In esse

. —mAa’T’A e detta forza di trascinamento sul punto X 4,

o —myal, , & detta forza centrifuga composta o complementare sul punto
Xa.

Entrambe vengono dette forze apparenti del moto relativo in quanto non
sono dovute alla presenza di altri corpi (che generano forze dette reali),
ma alla non inerzialita di R. Le forze apparenti evidentemente non sono
oggettive, inoltre se non si conosce il moto di R rispetto ad I non possono
essere valutate.

Si puo mostrare che le equazioni cardinali di un sistema di punti materiali
continuano a valere in R, purché tra le forze esterne si considerino anche
quelle apparenti.
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2.15 Baricentro, quantita di moto e momento an-
golare di un corpo rigido

Estendiamo i concetti introdotti nei paragrafi precedenti ai corpi rigidi. La
differenza essenziale nello studio del moto di uno o piu corpi rigidi e che
mentre le grandezze caratteristiche di un sistema di punti materiali (la mas-
sa, la carica elettrica, etc.) e quelle caratteristiche del loro moto (la velocita,
I’accelerazione, etc.) sono concentrate nei punti dello spazio da essi occu-
pati, quelle dei corpi estesi sono distribuite con continuita nella regione di
spazio occupata dai corpi. Pertanto, nel caso dei corpi estesi, per definire la
massa, il baricentro e tutte le altre quantita prima introdotte per i sistemi di
punti materiali, € necessario usare degli integrali estesi alla regione di spazio
occupata dai corpi.

Sia S un corpo rigido in moto in un riferimento R = {O,(e;)} ed R =
{€V, (€)} sia un riferimento solidale ad S. Si suppone che ad ogni sottopar-
te misurabile s C S del corpo sia associabile uno scalare costante, oggettivo
m(s) > 0, che ¢ detto massa di s. Sisuppone, inoltre, che esista una funzione
scalare p/(r'), detta densita di massa di S, tale che °

m(s) = / A,

c essendo la regione di spazio occupata da s in R'.

Si noti che per 'oggettivita dei volumi in un cambiamento di riferimento, la
densita di massa & anch’essa oggettiva, vale a dire p(r) = p'(r’).

Si definisce baricentro di S il punto G tale che

m (G - 0) = / (&) (P — OY(x', 1) dr', 19 (2.13)

con C’ regione di spazio occupata da S in R’ ed m := m(S), massa totale
di S. Si definisce quantita di moto di S rispetto ad R

Q:= [ p(r)v(r)dr,
C/

9Le funzioni integrande che compaiono in questo e nei successivi integrali devono essere
intese come funzioni delle coordinate (z}), questo perché I'integrazione & convenientemente
effettuata sulla regione di spazio occupata in R’ da S o da sue sottoparti, in quanto
questa regione ¢ indipendente dal tempo. Pertanto deve aversi p = p(P,t) = p(P(r',t),1),
P-0=(P-Q),t)+(Q—-0)t) = Q) +ra(t), v(P,t) = v(P(r',t),t) e cosi via.
Questo tipo di descrizione & detta lagrangiana. Un’altra descrizione possibile & quella
euleriana per la quale si rimanda al Rionero.

el seguito, per semplicitd di scrittura, tralasceremo di indicare esplicitamente la
dipendenza dal tempo
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v essendo la velocita del generico punto P di S rispetto ad R.
Derivando rispetto al tempo la (2.13) e tenendo conto che C’ & indipendente
dal tempo, si ha (per la regolarita della funzione integranda)

mvg = // p(x)v(r)dr' = Q.

Il momento angolare di S rispetto ad un polo O, nel riferimento R & definito
da

Ly = / (&) (P — O) Av(r)dr.

Se, in particolare, O ¢ un punto di S o solidale ad esso (ad esempio il
baricentro), si ha

L, :// p(r)(P—O)A (vg+wA(P—0))dr' =m(G—0)Avg

+ / o(r)

Se il moto di S ¢ rigido sferico e si sceglie €2 coincidente con il punto fisso e
come polo, la precedente diventa

pP— Ofwdr’ —/ p(x)[(P — O)w] (P —0O)dr'.

’

Lo= [ o) 1P =P war = [ )P 0) ] (P - )i

E immediato mostrare che si ha un’espressione analoga anche per un moto
generico qualora si prenda come polo il baricentro G.
Si definiscano le quantita

Io,; = / p(r) [(zk — 20, ) 635 — (@i — x0,) (zj — mq,)]dr,

1 Questa relazione si pud anche scrivere nel seguente modo:
Lo = {/ p(r)[|P - QP T— (PfQ)®(PfQ)]dr’} ‘W,
Cl

dove ® ¢ il simbolo di prodotto tensoriale. Se w1 e ws sono due vettori di uno spazio

vettoriale euclideo F,, il loro prodotto tensoriale wi ® w2 puo essere definito come 1’ap-
plicazione bilineare che ad una V (v1,v2) € E, X E, associa il numero (vy - wz2)(wi - v2).
Equivalentemente, si puo definire wi; ® wa come quell’applicazione da FE,, in sé stesso che
opera sui vettori di E,, nel seguente modo:

(w1 ®@ w2)(v) = (v1 - wa2)wi, Vv € E,.
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che rappresentano nove numeri reali associati alla base (e;), si ha 2
Io,, = /Cl p(r") [Qu}Qremr,0ij — QuwiQjm), | dr’
= Qu{ /C, p(x') [(2)?0mm — iy, ) dr' } Qim = QuTg,, Qjm,

dove gli Zg, = [o, p(r’ )[(},)201m — )}, ]dr’ rappresentano i corrispon-
denti nove numeri reali associati alla base (€;). Pertanto i nove numeri Zg, .,
in un cambiamento di base subiscono la trasformazione di similitudine

T -1
Ia,; = Qilzél,zQOj = Qilzémm mj-

e sono le componenti nella base (e;) di un tensore doppio oggettivo (vedi ad
esempio Rionero). L’applicazione lineare Zg, a cui nella base (e;) corrispon-
de la matrice (IQM.J.) si chiama tensore d’inerzia di .S rispetto al polo 2. Si
noti che le componenti nel riferimento solidale sono indipendenti dal tempo,
e dipendono solamente da come ¢ distribuita la massa di S attorno ad ).
Come risultera chiaro nel seguito, il tensore d’inerzia gioca, per un solido
in rotazione, il ruolo che ha la massa per un punto materiale, cioé misura
la riluttanza di un corpo a cambiare il suo stato di moto (vale a dire la sua
inerzia).

Utilizzando il tensore d’inerzia, si vede immediatamente (ad esempio calco-
landolo nella base (e;)) che, per un moto rigido sferico di punto fisso €2, si
ha

Lo =Zg(w).

Il tensore d’inerzia relativo al baricentro, Z«, si chiama tensore centrale
d’inerzia e si ha Lg = Zg(w), per un qualsiasi moto rigido. In maniera
simile a come si ¢ fatto per un sistema di punti materiali, si dimostra il
seguente

Teorema 22 Se come polo si sceglie il baricentro, il momento angolare re-
lativo ad R coincide con L\, che denota il momento angolare, di polo G,
del sistema S nel suo moto attorno al baricentro:

Lo =LY = ZTg(w).

1230n0 sottintese la sommatorie su k, [ ed m. Siricordi anche che QimQjm = (QQT)i; =
d;; e si noti che
(@5)%6i; = (24)? QuuQi; = (%)’ QitSim Q-
Naturalmente & possibile definire il tensore d’inerzia anche per un sistema di punti
materiali
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Piu in generale per un VO, si ha

Ls = L% + (G — 0) Amvg.

"
(0]

Infatti
L, = //p(PO)/\(v”JrvG)dr':Lng(GO)/\va
= Lg+(G—0)Amvg,

con v velocita rispetto ad Rg del generico punto di S13.

2.16 Energia cinetica di un corpo rigido

Si consideri un corpo S in moto rigido sferico rispetto ad un riferimento
R con lorigine O scelta coincidente con il punto fisso del moto. L’energia
cinetica di .S rispetto ad R & definita come

K = 2// p(r') ‘V(I‘/)‘2d1‘/,

con r’ vettore posizione del generico punto di S in un riferimento R’ solidale,
con 'origine in O.

Si ha 14
K:;/lp(w/\(P—O))-(w/\(P—O))dr’

:;{/lp(P—O)/\[w/\(P—O)]dr'}'w

1 1
“w-Lo = ~w-To(w).
2w o 2(.0 o(w)

13Si noti come anche nel caso di un corpo rigido il momento della quantitd di moto nel
moto attorno al baricentro non dipenda dal polo scelto, infatti:

L} = / p(P —O) AV dr' = / pl(P — G) 4 (G = O)| Av"dr' = LE, VO.
c’ c’

14Nella seconda uguaglianza si sfrutta 'invarianza del prodotto misto per permutazioni
cicliche: (aAb)-c=(bAc)-a,cona=w,b=(P—-0)ec=wA(P-0)
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In un generico moto rigido di un corpo, I'energia cinetica si puo calcolare
grazie al teorema di Konig, che continua a valere anche in questo caso, infatti

K= ;/ plv()|” dr’ = ;/ p(v' (') +ve) - (V') + ve) dr’
1

1
_ / ,O}V”(I‘/)F dr'—l—fm |VG|2+VG'QH7
2 Jou 2 ———

=0

con

e v/(r') velocita rispetto ad R del punto di S di posizione r’ nel
riferimento solidale,

e K" energia cinetica di S rispetto ad Rg,

e Q" quantitd di moto S rispetto ad Rq, che & nulla.

2.17 Base centrale d’inerzia e calcolo del momento
angolare e dell’energia cinetica

L’energia cinetica del moto attorno al baricentro, essendo questo un moto
rigido con punto fisso G, ¢ data da

1
K" = ¥ Io(w).

La matrice rappresentativa di Z in un riferimento solidale & costante.
Inoltre, vale la

Proprieta 23 Z; (vale anche per un polo 0 arbitrario) é un’applicazio-
ne simmetrica e definita positiva (a meno che i punti del corpo non siano
allineati tra di loro), vale a dire che Yu,Vw € E3 si ha

e u-Zo(w) = w-Zg(u),

e u-Zg(u)>0,=0 se e solo seu=0.

Dimostrazione.
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e Per quanto riguarda la prima parte si ha
u-Zg(w)=u- / p(x')(P—G) A [wA(P—G)|dr
Cl

= . p(r)[WwA(P—G)]-[uA(P-G)|d
con due permutazioni cicliche
=w- [ p(rY(P-G)A[un(P—G)|dr
C/
=w-Zg(u),

e per la seconda parte
w-Zo(w = [ plan(P-G)F ar,

e quest’ultimo integrale si annulla se e solo se uA(P—G) =0, VP € S,
quindi se e solo se u = 0 (a meno che i punti di S non siano tutti
allineati ad u).

Si sa dall’algebra lineare, che vista la simmetria di Zg, esiste almeno una
base ortonormale costituita da autovettori di Z¢, rispetto alla quale la ma-
trice rappresentativa ¢ diagonale e gli elementi della diagonale principale
sono gli autovalori, tutti reali, di Zg. Inoltre:

e se gli autovalori sono tutti distinti, i relativi autospazi hanno dimen-
sione 1,

e se due autovalori sono uguali ed il terzo diverso, I’autospazio relativo
all’autovalore doppio ha dimensione 2,

e se tutti gli autovalori sono uguali Zg = Al

e per la positivita di Zg, i suoi autovalori sono tutti positivi, infatti se
w ¢ un autovettore di L, corrispondente all’autovalore A, si ha

0<w-Zg(w)=A|lw]* =X >0.

Una base ortonormale di autovettori di Zs € naturalmente fissa rispetto ad

S (la distribuzione di massa intorno a G e quindi Z¢ non cambiano rispetto

ad S). Sia (u;) una tale base, che viene detta base centrale d’inerzia '°,

15(r¢ una stretta connessione tra le direzioni degli autovettori di Z¢ e le simmetrie del
solido in questione, vedi Appendice C
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A, B, C siano gli autovalori di Zg e p, ¢, r le componenti di w rispetto a tale
base, allora si ha

L" = Zg(w) = Apuy + Bqus + Crus,
1
K" = §(Ap2 + Bg* + Cr?).
Seguendo un ragionamento del tutto analogo a quello precedente, si mostra

che in un moto rigido con un punto fisso O (scelto, al solito, come origine
dei riferimenti fisso e solidale ) si ha

Lo = Apu; 4+ Bqus + Crus,
1
K= §(Ap2 + B¢ + C’r2),
con (u;) base ortonormale di autovettori di Zp (& detta base principale
d’inerzia) e con ovvio significato degli altri simboli. Grazie al Teorema 22

ed a quello di Konig, si possono poi trovare Lg e K per un generico moto
rigido.

2.18 Significato geometrico delle matrici d’inerzia

Sia a un asse ed a il suo versore, per un corpo S si definisce momento
d’inerzia rispetto all’asse a la quantita

Ty = // p(r)6? (") dr’,

con ¢ distanza del generico punto P € S dall’asse, vedi Figura 2.1. Notiamo
che se A ¢ un qualsiasi punto dell’asse, la suddetta distanza ¢ data da

S(r'y=|(P—A)Aal.

Allora

a-Ta@) = [ p)[(P—A)nal e’ = [ o0 dx' = Z,.

/

In particolare, se si scelgono come versori quelli di una terna ortonormale
(ei), ed O ¢ un qualsiasi punto, si ha

ei-Ly(e) = (ei)ilp, (€i)m =dilp, Oim=Lp,

dove non ¢é sottintesa alcuna sommatoria sull’indice i, i € {1,2,3}. Quanto
scritto sopra mostra che la componente i di Zj rispetto alla base (e;)
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Figura 2.1: Momento d’inerzia rispetto ad un asse

rappresenta il momento d’inerzia rispetto all’asse passante per O e parallelo
ad e;.
Gli altri elementi della matrice rappresentativa

IOM B _//p(r,>(xi - xéz>(x] B xO]) dr/’ Z 7é .ja

vengono chiamati prodotti d’inerzia e non hanno un’interpretazione altret-
tanto immediata.
Concludiamo questo paragrafo con il seguente

Teorema 24 (di Huygens) Se Z¢ ¢ il tensore d’inerzia rispetto al baricen-
tro, quello rispetto ad un qualsiasi altro punto O ¢ dato da

Is5=ZTc+I¢,

dove Ig ¢ il tensore d’inerzia rispetto ad O che avrebbe G se in esso fosse
concentrata tutta la massa di S.
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Dimostrazione ¢ Per semplicita prenderemo O come origine, allora

Lo, = /,P[(f%)25ij — @iy ]dr’

= [ oK [ w6+ b, +2a6, (i = 36,)) 3y = (@ = w6 o)
—zg;) — r¢;vq; — (i — ra;)ra; — v6, (T — ij)}dr’
B /c p(r')[(zr— x6,)?0i5 — (2i — wa,)(xj — wg,)]dr’

+m (26,0 — 26:76;)

'6Una dimostrazione piii elegante che non ricorre a riferimenti ¢ la seguente:
Zo = [ ow)[P-0)] - [(P=O)tar ~ [ pt)[P-0)] @ (P~ O)]ar
c’ c’
:/ o) [(P-G)+(G-0)] - [(P-G)+(G-O)|1ar’
C/

—/ p(r’)[(P -G+ (G - O)} QP -G)+ (G- O)]dr/
C

Q\\

p(r')|P — G*Ldr’ +2/ p(r')(P - @G) - (G—O)ldr + /C/p(r/)|GfO|QIdr'

_/Cl p()(P =) @ /C,p ® (G — O)dr’
_/Cl p(t) (G — 0) ® /Cp ® (G —O)dr’
:IG—FIg

essendo

[ o)P =)+ (G~ Oy’ =(G=0)- [ )P Gy’ =0,

c’ o

/C/ p(r')(P—G)® (G — O)dr' = (/C p(r')(P — G)dr’) ®(G-0)=

/ p(r')(G - 0)® (P - G)dr' =7 —0) ® (/ p(r')(P — G)dr’) =0
c’ c’

per la definizione di baricentro.



dove si e sfruttato il fatto che

/, plxy — ka)dr’ =m(zqg, —z¢,) = 0.

2.19 Schematizzazione delle forze che agiscono su
un corpo rigido

Le forze esterne che agiscono su un corpo rigido S vengono distinte in forze
attive e reazioni vincolari. Le prime possono a loro volta essere di due tipi:
forze concentrate e forze di volume o di massa.

Una forza concentrata '7 & rappresentata da un vettore applicato (?, F(r(P),
v(p),t) con P punto di S. Una forza di volume ¢, invece, distribuita con
continuita sul volume del corpo (& una forza a distanza, quale la forza gra-
vitazionale, quella elettrica, o quella magnetica), pertanto si assume che
esista una forza specifica f(P,v,t), che sia una funzione continua dei suoi
argomenti e rappresenti la forza che agisce per unita di massa del corpo nel
punto P € §.

Per quanto detto il risultante ed il momento risultante delle forze attive sono
dati da

k1
R(a) _ ZFA +/ p(r/)f(rlav(r’)’t)dr'a
A= ¢’

k1
Mgl) = Z(PA —O)ANFy +//(P — O) A pfdr’.
A=1

Le reazioni vincolari sono, invece, quelle forze che si esplicano nel mutuo con-
tatto tra due o piu corpi e sono originate dalle forze agenti tra le molecole
dei corpi prossime alle superfici di contatto. Essendo queste forze molecolari
a raggio d’azione molto corto (= 10~%m), le reazioni vincolari vengono sche-
matizzate come delle forze di superficie, per le quali si introduce una forza
t(P,v,t) per unita di superficie. Per la loro stessa natura, queste forze ri-
sultano profondamente influenzate dalle deformazioni dei corpi nelle regioni
a contatto. Poiché I'ipotesi di rigidita cancella queste deformazioni, risulta
impossibile determinare le leggi di forza per le reazioni vincolari, che quindi
sono incognite.

Talora il contatto tra due corpi avviene su superfici cosi piccole che queste

17ad esempio la forza che agisce su un corpo quando in un suo punto & agganciata una
molla ideale il cui secondo estremo & agganciato ad un altro corpo
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possono essere schematizzate con un singolo punto e le reazioni vincolari con
il risultante ® delle forze di superficie applicato nel punto di contatto e con
una coppia di momento I' uguale al momento risultante delle forze rispetto
al punto di contatto. Il componente di ® parallelo alla superficie & detto
attrito radente e I' attrito volvente. Allora si ha

ko
R(v) = Z Dy —I—/ t(P,V,t)dO'/

et ac’
ks ) ks )

Mg) - Z(PA—O)A¢A+ZI‘A+/ /(P—O)/\tda’.
A=1 A=1 ac

con ovvio significato dei simboli. Nonostante nello schema dei continui rigidi
non si possano determinare le leggi di forza delle reazioni vincolari, t, ® e
T non sono a priori arbitrari. In particolare si ha la seguente

Definizione 4 [ vincoli che agiscono su un corpo rigido S si dicono lisci
o privi di attrito se l'attrito volvente é nullo in ogni punto di contatto e le
reazioni sono normali alla superficie di S in ogni punto di contatto, inoltre
esse sono rivolte verso l'interno di S nel caso in cui S é solo appoggiato al
corpo che esplica su di esso la reazione vincolare.

La precedente definizione nasce dall’osservazione sperimentale che 'attrito
diminuisce all’aumentare delle levigatezza delle superfici a contatto.

Pitt complesso ¢ il caso dei vincoli scabri. Ci si limitera ai contatti punti-
formi. Sia 7 il piano tangente ad S ed a X (con X si € indicato 'ostacolo
a contatto con il corpo) nel loro punto di contatto, ed n il versore nor-
male rivolto verso l'esterno di S. Si scrivano ® e I'" come somme dei loro
componenti rispettivamente lungo n e su :

® =N+ A, A sichiama attrito radente,

I'=T,+T,, I'yel', sichiamano attrito di giro e di rotolamento,

Definizione 5 [ vincoli agenti su S si dicono scabri se
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e guando S ¢ in quiete rispetto a X si ha
|A| < fOIN], Ty <A IN|, L] < AE) N,

con 0 < f©) <1 coefficiente di attrito statico, costante adimensionale
dipendente solo dalla natura delle superfici a contatto,
hés), parametro di attrito statico di giro, con le dimensioni di una lun-
ghezza e dipendente dalla natura delle superfici e da |N|,

LS), parametro di attrito statico di rotolamento, dipendente dalle su-

perfici;

e quando S & in moto rispetto a X si ha

A Vi
Al = fDIN], =T
|A [Vl
T w
| =hYN|, L =-"9
Lol =17 NI 5 1= 71|
T w
I, =rY N, —L=-"",
| 7‘| r ’ ‘ |Fr| ’wr|

con v componente su  di vp, velocita di P rispetto a X (P punto di
contatto di S con X), wy ed w, rispettivamente componente lungo n e
su mw della velocita angolare w di S rispetto a X. Il significato dei vari
stmboli € analogo a quello che i corrispondenti simboli hanno nel caso

statico. Infine (4 < f(5) héd) < hés) e hgd) < h&s).

2.20 Equazioni cardinali per un corpo rigido

La validita delle equazioni cardinali, nella forma di equazioni di bilancio, che
¢ stata dimostrata per un sistema di punti materiali, viene postulata per un
qualsiasi altro sistema materiale.
Per un corpo rigido si ha quindi

O =R —=R® ;RO
d © _ M@ o @
%LO‘FVO/\TI“LVG:MO =Mj +My’,
dove lapice a sta per attive e v per vincolari. R® e MgL) sono funzioni
assegnate della configurazione di S, (quindi, ad esempio, di rg e degli angoli
di Eulero di una terna solidale, che ha origine in G, rispetto a quella dello
spazio dove si studia il moto), dell’atto di moto di S (quindi, ad esempio,
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di vg e di w), come pure del tempo, in quanto le leggi delle forze attive si
suppongono note.

R® ¢ M(O})) sono invece incogniti anche se non arbitrari. Si ha quindi il
problema di ricavare un numero di equazioni scalari pure, vale a dire in cui
non compaiano esplicitamente le reazioni vincolari, che sia uguale a quello
dei gradi di liberta del corpo.

Questo problema, come vedremo, dipende dal tipo di vincoli che agiscono
sul corpo. Ci sono, dei casi in cui esso e risolvibile grazie alla modalita con
cui si esplicano certi tipi di vincoli.

2.21 Potenza delle forze applicate ad un corpo ri-
gido

La definizione di lavoro compiuto dalle forze che agiscono su un corpo rigido
S e analoga a quella data nel caso di un sistema di punti materiali, con la
sommatoria sostituita naturalmente da integrali di volume nel caso di forze
di volume e da integrali di superficie nel caso di forze di superficie '®.

Il lavoro compiuto per unita di tempo & detto potenza e solitamente indicato
con P. Qui per semplicita calcoleremo la potenza prodotta da un sistema
{PA, F A}Zzl di forze concentrate, ma il risultato che si otterra ¢ valido in
generale.

Si ha
k1 k1 ~
P:Z Fg-vy= Z FA-(VO—G—L«J/\(PA—O))
A=1 A=1

:R‘Vé-i-w‘MO,

dove O & un qualsiasi punto di S o ad esso solidale, R ed M sono rispetti-
vamente il risultante ed il momento risultante rispetto ad O del sistema di
forze considerato.

Se si ricorda che le forze interne (che nel caso di un solido sono quelle che si
esplicano tra le sue varie parti) hanno risultante e momento risultante nulli,
si deduce che la loro potenza ¢ nulla (attenzione questo & vero perché il moto
e rigido!).

In maniera simile a quanto si ¢ visto per un sistema di punti materiali, si
puo provare che vale il teorema delle forze vive, per il quale

K =P 4 pl)

18Vale dire L(to,t1) := f:l (fc’ pf- vdr’)dt, oppure Lito,t1) == [ (fac' t- vda’)dt

0 to
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cioe la velocita con cui varia ’energia cinetica di un corpo rigido e uguale alla
somma, della potenza prodotta dalle forze attive e dalle reazioni vincolari,
che agiscono sul corpo dall’esterno. Si ha infatti

1 1
K=§mVG'VG+§(Ap2+Bq2+Cr2):>
K:mVG~aG+(App+qu+Cr7'")

—wlg

per le equazioni cardinali

con A, B e C, momenti centrali d’inerzia.
Rimane da giustificare un passaggio che abbiamo fatto sopra:

(Ap;b—l—chj—{—Cr?'"):w-Lg,

a tal proposito basta notare che, per la (1.26), si ha

d
%LG = Ape; + Bges + Cres + w A Lg,

con {€1,€z,€3} terna centrale d’inerzia, e moltiplicare ambo i membri di
quest’ultima scalarmente per w.
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Figura 2.2: Cerniere

2.22 Corpo rigido con un asse fisso privo d’attrito

Un asse fisso pud realizzarsi in diversi modi: con due cerniere sferiche
(vedi Figura 2.2,), con una cerniera cilindrica 2° con risalti che impediscano
lo scorrimento (vedi Figura 2.2;), oppure con una cerniera sferica ed una
cilindrica (vedi Figura 2.2.). In ognuno di questi casi, se i vincoli sono lisci,
le reazioni vincolari agenti sul solido debbono essere ortogonali alle superfici
di contatto. Ad esempio, nel caso di una cerniera sferica, se P & un qualsiasi
punto di contatto tra le sfere della cerniera, la forza t esercitata dal vincolo
per unita di superficie, nel punto P, ha retta d’azione che interseca ’asse
fisso (essendo il vincolo liscio, t & diretto verso il centro della cerniera), che
scegliamo come asse 3 del riferimento fisso e asse z% del riferimento solidale,
vedi Figura 2.3. Scegliamo inoltre O = O’ (coincidenti con un punto dell’asse
fisso), allora (P — O) At ¢ ortogonale ad Ox3 per ogni punto di contatto, il
che implica che anche Mg) = fa,(P —O) Atdo’, con ¢’ superficie della sfera
interna, e ortogonale ad Ox3, vale a dire

MY . e = 0. (2.14)

E possibile dimostrare che in qualsiasi modo si realizzi il vincolo di un asse
fisso liscio, la (2.14) & soddisfatta, tanto che potrebbe essere assunta come

9Una cerniera sferica & costituita da un guscio sferico Sy, incompleto ma estendentesi
oltre una semisfera, all’interno del quale & posta una seconda sfera cava Sz di raggio poco
inferiore. S; viene fissata in &3, mentre il corpo & fissato ad Sa

20Una cerniera cilindrica ¢ costituita da un cilindro cavo C; e da un perno cilindrico Ca
di raggio leggermente inferiore a quello della cavita. C; € reso solidale ad &3 e Cz al corpo.
Nel caso di una cerniera con risalti, I’appendice o la cavita sono dotate per 'appunto di
risalti che impediscono lo scorrimento reciproco
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Figura 2.3: Moto rigido con un asse fisso

definizione di asse fisso liscio. Un solido con un asse fisso ha un solo grado di
liberta, ad esempio come parametro atto ad individuarne la configurazione
si puo utilizzare Panomalia ¢ di Oz rispetto a Oxq. Allora per risolvere
il problema del moto dobbiamo cercare di estrarre dalle equazioni cardi-
nali un’equazione scalare pura. A tal proposito, consideriamo la seconda
equazione cardinale (rispetto al polo O) e proiettiamola sull’asse x3

r a v er la(2.14) - a
Lo -e3= [M(O) + M(O)] -es P 4 ) Lo,z = Mé,)S'

Calcoliamo, adesso, il momento angolare per un moto con un asse fisso,
Lo = Zo(w)

Zo11 Zoja2 Zo,as 0
Zo21 Zo22 Zos3 01,
o331 Toze Zogss @

da cui si evince che Loz = Zp33¢p. Notando che Zp 33 = Z,, (momento
d’inerzia rispetto all’asse z3) e che le distanze dei punti del corpo dall’asse
T3 non variano nel tempo, si trova che I‘/O,g = I, e pertanto si ottiene
I’equazione del moto

IZB(lb = Méa:)S(SO? Sb7 t)a (215)

dove il secondo membro dipende da ¢, ¢ e t, perché si e supposto che le
forze attive siano funzioni assegnate della configurazione e dell’atto di moto
del corpo, nonche del tempo. La (2.15) & un’equazione differenziale del
secondo ordine nella funzione incognita ¢(t), pertanto un noto teorema di
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analisi assicura che, se il secondo membro ¢ sufficientemente regolare, essa
ammette una ed una sola soluzione che soddisfi le condizioni iniziali

p(to) = ¢o, ¢(to) = $o,
con (g e o costanti arbitrarie. In definitiva si puo concludere che vale la

Proprieta 25 Sotto 'azione di un assegnato sistema di forze esterne atti-
ve, un corpo rigido con un asse fisso liscio puo compiere co® moti distinti,
ciascuno dei quali risulta determinato assegnando la configurazione e l'atto
di moto iniziali.

2.23 Corpo rigido con un punto fisso privo di at-
trito

Supponiamo che il punto fisso sia realizzato, ad esempio, mediante una cer-
niera sferica e che pertanto coincida con il centro di questa cerniera, che
assumeremo come origine tanto del riferimento fisso, quanto di quello soli-
dale. Se le superfici di contatto tra le sfere della cerniera sono lisce, in ogni
punto P di Ss a contatto con Sy, t sara diretta come P — O, quindi

Mg>:/ (P—0)Atdo’ =0.

Allora, la seconda equazione cardinale scritta con O come polo, diventa

dLo (a)
— =M.
dt o

I gradi di liberta del corpo rigido S, essendo O fisso, sono tre, basta infatti
conoscere gli angoli di Eulero della terna solidale {O, (€;)} rispetto a quella
fissa {O, (e;)} per individuare la configurazione di S ad un dato istante.

Se come terna solidale si sceglie una terna principale d’inerzia, si ha

Lo = Ape1 + Bges + Cres,

e, ricordando che Cclf; = wAe;, i = 1,2,3, (formule di Poisson, con w velocita

angolare di S
dLo

- = Ape, +Bges +Cres +(per +qex +1e3)\(Aper +Bgea +Cres)

-~

w Lo
= Ape1+ Bges + Cres — (B —C)qre; — (C — A)prea — (A — B) pqes.
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Pertanto proiettando la seconda equazione cardinale lungo gli assi della terna
principale d’inerzia scelta, si ottiene

Ap - (B - C)qr = (M(O(L))ll(wagovevp7Q7T7t)v
Bi— (C = A)pr = M), (,0,0,p,q,7,1), (2.16)
CT - (A - B)pq = (M(O(l))3/(wvgo707p7Q7r7 t)

I secondi membri di queste equazioni dipendono dagli angoli di Eulero, dalle
componenti di w e dal tempo, in quanto abbiamo assunto che le forze attive
siano funzioni assegnate della configurazione e dell’atto di moto di S, nonché
del tempo.

Precedentemente si sono espresse (vedi le (1.20), che sono riscritte sotto) le
componenti di w nella base solidale in funzione degli angoli di Eulero e delle
loro derivate temporali

pz&sin@singp%—écosgp,
qzﬁsin@cosmp—ésingp,
r= gb+¢cos0,

allora, sostituendo queste ultime e le loro derivate temporali nelle (2.16),
si ottiene un sistema di tre equazioni differenziali scalari pure del secondo
ordine nelle quali le funzioni incognite sono i tre angoli di Eulero (Equazioni
di Eulero).

Alternativamente si possono esprimere 9,0, (vedi le (1.21), che sono ri-
scritte sotto) in funzione di p, g, r, e degli angoli di Eulero

. 1 )
b= <5 (psing +qeosp),
0 =pcosyp —qsing

p=r —cotH(psin«p—{—qcosgp),

queste ultime affiancate alle (2.16) costituiscono un sistema, in forma norma-
le, di sei equazioni differenziali del primo ordine nelle sei funzioni incognite
)

¥, 6,0, p,q ed r. Pertanto se MSL ) & una funzione sufficientemente regolare

dei suoi argomenti, questo sistema ammette co® soluzioni, ognuna delle quali
¢ univocamente determinata una volta che si assegnino le condizioni iniziali

Y(to) = o, 0(to) = 0o, ¢(to) = wo,
p(to) = po, q(to) = qo, 7(to) = ro-

Vale quindi la seguente
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Proprieta 26 Un corpo rigido con un punto fisso privo di attrito, sotto
Uazione di forze attive esterne assegnate, puo compiere oo moti distinti,
ciascuno dei quali risulta determinato assegnando la configurazione e [’atto
di moto iniziali del corpo S.

Tra i moti di un corpo rigido con un punto fisso privo di attrito i pitt semplici
risultano quelli per i quali Mg) = 0, questi moti vengono detti per inerzia.
Maggiori dettagli possono essere trovati nell’Appendice E o sul Rionero o

sul Romano.

2.24 Corpo rigido libero

Per un corpo rigido libero ¢ conveniente scrivere la seconda equazione car-
dinale utilizzando il baricentro G come polo, intanto perché, come si ¢
visto

Lo =L,

e poi perché questa equazione € la stessa nel riferimento {O, 1,2, :cg} di
&3 ed in quello del moto attorno al baricentro. Infatti

d d//

—L¢ = —Lg,

dt dt
poiché il moto del riferimento {G, 7,24, 24} ¢ traslatorio rispetto a {O, z1,

1" . .

T2, 23}, (ziTt essendo la derivata temporale in {G, 2,25, 24}, con Gz} paral-
lelo e concorde ad Ox;, i = 1,2, 3.
Se si vuole scrivere la seconda equazione cardinale in {G,f, 24,24}, si
deve considerare che in questo riferimento sono presenti anche le forze di
trascinamento, il cui momento risultante rispetto a G & pero nullo, infatti

M(GT) = —/ p(r)(P—G)Nagdr' =agA [, p(r')(P—G)dr
=ag Am(G—-G)=0.

Allora la seconda equazione cardinale, scritta nel riferimento del moto at-
torno al baricentro, ¢ perfettamente analoga a quella scritta in precedenza,
questo moto & infatti un moto rigido con un punto fisso, il baricentro G, con
la sola differenza che per un corpo libero

Mg = Mg (ra, ia. 9,0, 0,p,q, 1, t),

in quanto la configurazione e 'atto di moto del corpo dipendono anche dalla
posizione e dalla velocita di G.
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Alle equazioni di Eulero si devono poi affiancare le equazioni per il moto di
G, che possono essere scritte come un sistema di sei equazioni differenziali
del primo ordine nelle funzioni incognite ((rg)1, (ra)2, (ra)s, (va)i, (Vva)2,

(VG)3)

(ra), = (vo,
(rg)z = (va)2
(ra)s = (va)

3
vah =k ((rG)la (rG)27 (rG)37 (VG)la (VG)2> (VG)37 ¥, 0, ©p,q,T, t)?
((rG)la (rG)27 (rG)37 (VG)la (VG)2> (VG)37 ¥, 0, P, q,T, t)?
VG SZRS((rG)la (rG)27 (rG)37 (VG)la (VG)Qv (VG)Sa ¢7 9, ¥,D,4q,7, t)?

Si € quindi trovato un sistema di dodici equazioni differenziali del primo
ordine che, in linea di principio, consente di risolvere il problema della de-
terminazione del moto di un solido libero.

Il problema della determinazione del moto di un solido libero risulta note-
volmente semplificato se le forze esterne sono tali che le equazioni cardinali
siano disaccoppiate, questo accade se

RO =RO(G, G 1), MY =MY.0,0.pqr1),

vale a dire se il risultante delle forze esterne (che sono solo attive) ¢ indi-
pendente da argomenti inerenti al moto attorno al baricentro ed il momento
risultante delle forze e a sua volta indipendente da argomenti relativi al mo-
to del baricentro. In tal caso si puo prima studiare il moto del baricentro e
poi il moto attorno al baricentro, sfruttando i risultati noti per il moto di
un punto materiale e quelli per i moti sferici.

Un altro caso semplificato & quello in cui si ha solamente R(® = R()(G, G, 1).
In questo caso, si puo infatti trovare prima il moto del baricentro e sostituire
rg =rg(t) e vg = ¢(t) nella seconda equazione cardinale e risolverla.

Un esempio di quanto detto, si ha nel caso del moto di un satellite nello
spazio terrestre-stellare £ (con O centro della terra.) Si supponga che &o
sia inerziale e che il satellite sia schematizzabile con un corpo rigido S sog-
getto alla sola attrazione gravitazionale terrestre e che questa coincida con
quella che la Terra eserciterebbe se tutta la sua massa fosse concentrata nel
suo centro O. Se con dm indichiamo la massa del generico volume dr’ di S,
I’attrazione gravitazionale terrestre agente su di essa ¢

hdmM

dF = —
P —Of

(P_O))
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con h costante gravitazionale, M massa della terra e P € dr/. Ad ogni
istante, nella regione di spazio occupata da S, essendo le dimensioni del
satellite piccole rispetto al raggio della Terra, si puo ritenere che P — O =
G — 0O, VP € S, con (G baricentro di S, e quindi integrando si ottiene

hmM

R=——"
|G- O

(G - O)a
conm = |, ¢ dm massa di S. Analogamente, si ottiene M = 0 e quindi le
equazioni del moto del satellite sono

ag = — e (G~ 0),
Lo =0.

Ne viene che il moto del baricentro € quello di un punto materiale in un
campo centrale ed il moto attorno al baricentro ¢ un moto per inerzia.

Un altro caso in cui le equazioni cardinali sono disaccoppiate € quello del
moto di un solido S libero pesante nel vuoto. In tal caso, infatti, trascurando
le forze centrifughe composte, R = mg e Mg = 0, con m massa del solido.
La traiettoria del baricentro € quindi una parabola ad asse verticale ed il
moto attorno al baricentro ¢ un moto per inerzia.
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Capitolo 3

Meccanica Analitica:
formulazione lagrangiana

3.1 Introduzione

Consideriamo il moto in uno spazio £ di un sistema materiale S costituito
da r corpi S1,959,...,5,, generalmente in contatto tra di loro o con corpi
rigidi esterni dei quali si supponga assegnato il moto (ostacoli esterni). I
primi p, 0 < p < r, di questi corpi siano schematizzabili mediante dei punti
materiali, mentre i rimanenti » — p con dei corpi rigidi. Per ogni punto
materiale del sistema si scriva I'equazione del moto

mia; =R +RW, =1, p, (3.1)
con m;, ed a; massa ed accelerazione del punto O; che rappresenta .S;, 1 =
1,...,p, mentre per ogni corpo rigido si scrivano le equazioni cardinali

miag, = Rz('a) + Rz('v)a
Lo, =M§) + MY, i=p+1,....n (3.2)

con m; massa del corpo S; e O; baricentro di S;, a meno che S; non abbia
dei punti fissi nel qual caso come polo O; sara scelto uno di questi pun-
ti, e =p+1,...,7r. 1l significato degli altri simboli che appaiono nelle tre
equazioni precedenti e quello solito. I risultanti ed i momenti risultanti delle
forze attive sono supposti essere delle funzioni assegnate della configurazio-
ne e dell’atto di moto di S, oltre che del tempo. Mentre i risultanti ed i
momenti risultanti delle reazioni vincolari, che sono 3r + 3(r — p) funzio-
ni scalari, sono delle funzioni incognite anche se non arbitrarie. Ne viene
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che il numero delle incognite e doppio rispetto al numero delle equazioni
(3.1)-(3.2). A queste equazioni vanno aggiunte le condizioni che riflettono
i tipi di vincoli agenti sul sistema (assi fissi, punti fissi, etc.) e quelle che
traducono le modalita con cui si esplicano i vincoli. In generale, € comunque
molto difficile tradurre i tipi di vincoli e le loro modalita di esplicazione in
condizioni analitiche.

La meccanica analitica & una formulazione della meccanica dovuta a D’A-
lembert e Lagrange che fornisce un metodo che consente di pervenire diret-
tamente ad un sistema di equazioni pure nel caso in cui i corpi di S siano
soggetti a certi tipi di vincoli.

3.2 Coordinate lagrangiane

Analizziamo in maggior dettaglio il problema della determinazione della
configurazione del sistema S. Esso richiede la conoscenza della posizione
rispetto ad un riferimento fisso in &3 di tutti i punti di ognuno dei corpi 5;,

i=1,...,r. I primi p corpi sono rappresentati da singoli punti, O;, la cui
posizione ¢ individuata dai loro vettori posizione ro,, i =1,...,p, mentre i
vettori posizione r; dei punti del corpo S;, i =p+1,...,7, sono esprimibili
mediante le relazioni

v =r, + Qi(vi, 05, pi)r;, i=p+1,...,m (3.3)

I'i-ma delle quali dipende dal vettore posizione r, del polo scelto per il corpo
S; e dagli angoli di Eulero ;, 6;, p; di un riferimento solidale a S; (con origine
in O;) rispetto al riferimento di &3, tramite I’applicazione di rotazione Q;.
Nella i-ma relazione compaiono inoltre come parametri i vettori posizione r;
dei punti di 5; rispetto al riferimento solidale a questo corpo, per ogni ¢ =
p+1,...,r. Siano, allora, (A1, Az,..., A1) = (v, )1+, (X5, )ay -5 (To) )1

: (rop)sn (rop+1)17 ) (rop+1)37¢p+179p+17 Ppgis--s (ror)lv B (ror)sv wrv
0.,0,.), 1 =3r+3( —p). Queste sono le variabili indipendenti atte
ad individuare la configurazione di S, qualora esso non sia sottoposto ad
alcun vincolo. In generale, pero, un sistema e sottoposto a vincoli, vale a
dire le posizioni e/o le velocita dei corpi che lo costituiscono sono legate da
relazioni che ne limitano la variabilita. Ad esempio, se uno dei corpi rigidi,
S;,t € {p+1,...r}, avesse un punto fisso, che assumeremmo come origine
del riferimento ad esso solidale, dovrebbero essere soddisfatte le condizioni

(rOZ)l =1,
(roz)2 =1,
(ro;)s =z,
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con (Z,y,Zz) coordinate del punto fisso nel riferimento di &. Oppure, se
uno dei corpi rigidi avesse un asse fisso, due punti appartenenti a quest’asse
dovrebbero soddisfare condizioni analoghe a quelle scritte sopra (la posizione
degli altri punti dell’asse risulterebbe poi assegnata, vista la rigidita del
corpo). Se uno dei punti materiali del sistema fosse vincolato a rimanere su
una superficie di &3, le sue coordinate dovrebbero soddisfare le equazioni di
questa superficie e cosl via. Bisogna poi tenere conto dell’impenetrabilita
dei corpi, questo si traduce in diseguaglianze che devono essere soddisfatte
dalle coordinate dei punti dei corpi.

I vincoli sulle posizioni dei corpi vengono detti olonomi e danno luogo ad
un certo numero di equazioni e disequazioni che debbono essere soddisfatte
dalle variabili Ay,..., N\

faA, .o At) =0, a=1,...,;a, a<l, (3.4)
g5 My A, t) >0, B=1,...,5, (3.5)

quelli espressi da equazioni vengono detti bilaterali *, gli altri unilaterali®. Se
in nessuna delle equazioni e disequazioni compare esplicitamente il tempo, i
vincoli vengono detti scleronomi, in caso contrario sono chiamati reonomi.

Supponiamo che le funzioni f,, @ = 1,...,a, siano di classe C'' almeno
(vale a dire che siano funzioni continue e derivabili dei loro argomenti, con

& < I perché altrimenti il sistema non potrebbe muoversi
2Ad esempio, & soggetto ad un vincolo unilaterale, un punto materiale P confinato a
muoversi all’interno di una sfera di raggio R. In tal caso, ponendo 'origine del riferimen-
to fisso nel centro della sfera, le coordinate (z,y,z) del punto P debbono soddisfare la
disuguaglianza
4yt + 2% < B2
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derivate parziali prime continue), la matrice jacobiana di queste funzioni e
data da

8fl 8f1
o)X 7(9/\[
8f& Bfa
oM 7((“)/\1

Supponiamo, inoltre, che questa matrice abbia caratteristica massima &, per
ogni valore dei suoi argomenti, questa condizione assicura (vedi Appendice
F) che le equazioni (3.4) sono indipendenti e si possono risolvere, almeno
localmente (per il teorema del Dini sulle funzioni implicite), rispetto ad
@ delle Aq,...,\;, che quindi possono essere espresse in termini delle altre
n = | — & variabili e del tempo. Se indichiamo con qi,...,q, queste n
variabili, o n qualsiasi altre variabili in corrispondenza biunivoca con queste,
si ha

)\1 - )\1((]17 cee 7q7’b7t)7

)\l = )\Z(Qh R 7Qn7t)a

e quindi per individuare la configurazione di S si ha bisogno di conoscere solo
i valori delle n variabili ¢1, ..., ¢,, che vengono dette variabili o coordinate
lagrangiane. Esse sono indipendenti, pertanto il numero di gradi di liberta
di S € n, ma non arbitrarie in quanto sono soggette alle condizioni

gﬂ(qla"'7ant)::gﬁ(>‘l(qla"'aant)a"'7>‘l(qu"'aqrwt))t) Z 05 /6:]-’"'757

dovute ai vincoli unilaterali.
I vincoli sulle posizioni pongono delle restrizioni indirette sull’atto di moto,
infatti derivando le (3.4) rispetto al tempo, si ottiene

dfe,  OfadX;, Ofy
Ao _ 0fudN Ot

= = =1,...,«&
dt “ondt o 20 sl
che sono vincoli di mobilita.
Vincoli del tipo
dX;
ai()\l, ... ’)\l’t)ﬂ + b()\l, R ,)\l,t) =0,
con a;(A1,...,\,t),i=1,...,1, e b(A\1,..., A, t) funzioni almeno continue

. . . . . 9
dei loro argomenti, tali che non esista una funzione f per la quale BTJ; = qa;
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Figura 3.1: Disco che rotola senza strisciare

e % = b, impongono invece all’atto di moto restrizioni che non provengono

da vincoli sulle posizioni e sono per questo detti anolonomi.

Un esempio di quest’ultimo tipo di vincoli, ¢ dato da un disco di raggio r
che rotola senza strisciare su un piano orizzontale mantenendosi verticale.
Chiamiamo 7 il piano del disco e sia Oxjxy un riferimento fisso rispetto al
piano orizzontale, mentre siano G il centro del disco e Gz 2/, un riferimento
ad esso solidale. Gli assi Oz3 e Gy restano automaticamente identificati,
vedi Figura 3.1. 1l disco ha quattro gradi di liberta, perche la sua posizione
¢ individuata dalle coordinate del baricentro (z,,,, ), dall’angolo ¢ che
lasse Gy forma con il piano Oz 24 e dall’angolo 6 che il piano 7 forma con il
piano Ozizs. Se C ¢ il punto di contatto del disco con il piano orizzontale,
poiché il disco rotola senza strisciare, deve aversi vo = 0. Allora per la
formula fondamentale della cinematica dei moti rigidi, segue

vet+wA (C—G)=0,

dove vg = T1€1 + T2€2 € W = YE3 + éeg, quest’ultima segue dal fatto che la
rotazione del disco ¢ composta da una rotazione attorno all’asse €3 ed una
attorno all’asse eg. Inoltre, avendosi C'—G = —res, €3 =sinfe; —cosfes, e
WA(C—Q) = (¢ sinfe; —¢ cosfBes+bes) A\ (—res) = r¢ cosbe+r¢ sinfes,
il vincolo di rotolamento puro ¢ in definitiva espresso dalle condizioni

1+ r cosf =0, To + 1 sinf =0,

che non sono riconducibili ? ad espressioni della forma % flx1,29,0,0,t) =0
a meno che, ad esempio, non si imponga 'ulteriore vincolo 6 = cost.

3Le corrispondenti forme differenziali non soddisfano le condizioni necessarie e sufficien-
ti di integrabilita
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3.3 Velocita ed accelerazione lagrangiane

Da quanto si e visto nel paragrafo precedente, per un sistema vincolato S,
il vettore posizione di un suo generico punto € espresso da una funzione del
tipo

= I’(Q1a s 7qn7t)a

dove il tempo compare esplicitamente solo se i vincoli bilaterali sono reonomi,
si noti che se il punto appartiene al corpo rigido 5;, r dipende anche dai
parametri r}, i € {p+1,...,7}. Quindi il moto di S risulta completamente
assegnato se si conoscono le funzioni

an=qn(t), h=1,...,n, (3.6)

che si chiamano equazioni finite del moto di S in coordinate lagrangiane.
Indicato con &, uno spazio puntuale affine euclideo di dimensione n e con
{0, (e;)?_;} un riferimento ortonormale fisso di questo spazio, ad ogni con-
figurazione del sistema, individuata da (qi,...,qn), possiamo associare un
punto P di &, mediante la

P_O:qiei)

&, viene chiamato spazio delle configurazioni del sistema S. Al variare di ¢
P descrivera una curva in &, di equazioni parametriche (3.6).
La velocita di un generico punto di S & data da

dr  Or ; or { xr—-v(%,q“t%

= — =
dat g, +8t dr = @rdqh+ o dt,

e la sua accelerazione da

d*r ov . ov . ov

= ﬁ = T%qh—kathq}l—i—ﬁ’
dove

ov Or
— ==, h=1,...,n, 3.7
dqn oqp, ( )
aV 821' 821. d ar
oqn ' Zﬂt ) .
ban ~ 9an0a ™t dguot ~ dt ogn ") (3.8)
v &’r 0’r
N =1,...
or ~ oo™ g T hen
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si noti che i termini delle espressioni precedenti, che sono sottolineati, so-
no nulli nel caso in cui i vincoli bilaterali siano scleronomi. Le espressioni
della velocita e dell’accelerazione scritte sopra vengono dette espressioni la-
grangiane di queste grandezze. I vettori di E, di componenti (¢i,...,q¢,) e
(Gi,- .., qn) nella base (e1,...,e,) rappresentano la velocita e I’accelerazione
con cui si muove il punto P dello spazio delle configurazioni, indicheremo
queste n-ple di R” rispettivamente con ¢ e ¢, mentre con ¢ indicheremo la
n-pla (qi1,...,q,) € R".

3.4 Spostamenti possibili e virtuali

Indichiamo con C? una configurazione del sistema S nello spazio &3, che
sia consentita dai vincoli (sia bilaterali che unilaterali) all’istante ¢, cioe tale
il vettore posizione del generico punto del sistema sia dato da r = r(g,t),
e che, se sul sistema agiscono anche dei vincoli unilaterali, le coordinate
lagrangiane soddisfino le condizioni

gﬁ(q7t) Zov 6:17"'7/37

dove, con un lieve abuso di notazione si ¢ omessa la tilde sulle g. Uno
spostamento infinitesimo di S dalla suddetta configurazione C@ ad una
C(a+d9)  che sia consentita dai vincoli all'istante ¢+ dt, cioe tale che il vettore
posizione del generico punto del sistema sia dato da r = r(q + dq,t + dt),
e che, se sul sistema agiscono anche dei vincoli unilaterali, le coordinate
lagrangiane ¢ 4+ dq soddisfino le condizioni

viene detto uno spostamento possibile a partire da C(?. Uno spostamento
invece che parta sempre dalla configurazione C(?, ma che porti il sistema
in una configurazione C(99) che sia consentita dai vincoli quali essi sono
all’istante t, cioe tale che il vettore posizione del generico punto del sistema
sia dato da r = r(q + dq,t), e che, se sul sistema agiscono anche dei vincoli
unilaterali, le coordinate lagrangiane g + d¢q soddisfino le condizioni

gﬂ(Q+5Q7t) 2 07 ﬁzla"va

viene detto uno spostamento virtuale. Siindichino gli spostamenti possibili e
virtuali di S rispettivamente con dC e 6C. Un esempio puo aiutare a chiarirsi
le idee ed a capire che vi possono essere spostamenti che sono possibili ma
non virtuali e viceversa. B questo il caso di un punto materiale che sia
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*e ’n,aa,' é,‘L

Figura 3.2: Spostamenti possibili e virtuali di un punto materiale vincolato
a muoversi su un piano rotante

vincolato a rimanere su un piano « che ruota attorno ad un suo asse a (vedi
Figura 3.2)

Naturalmente se i vincoli sono tutti indipendenti dal tempo, spostamenti
possibili e virtuali coincidono. Inoltre lo spostamento di un generico punto
di S in uno spostamento possibile ¢ dato da, a meno di infinitesimi di ordine
superiore

Or Or
dr = dqg,t + dt) — t) ~ —d —dt 3.9
r I'(q +aq,t + ) r(Qa ) 6(]]7, qn + ot" ( )
mentre per uno spostamento virtuale si ha
Or
or =r(q+9dq,t) —r(q,t) = —dqp. (3.10)
dqn

Si noti che tra gli spostamenti possibili ¢’¢ anche quello elementare (o ef-
fettivo) che corrisponde a dq = ¢dt con ¢ velocita di P all’istante t. Con
—0C si indica lo spostamento che si ottiene da §C sostituendo ér con —dr,
per ogni punto del sistema, vale a dire, considerata la (3.10), sostituendo
dq con —dq, a meno di infinitesimi di ordine superiore. Se accade che anche
lo spostamento —dC & uno spostamento virtuale, allora 6C viene detto uno
spostamento reversibile. Se sul sistema agiscono solo vincoli bilaterali, allo-
ra tutti gli spostamenti virtuali sono reversibili, in quanto in questo caso dq
non e soggetto ad alcuna restrizione. Se invece ci sono anche vincoli unilate-
rali, ogni spostamento effettuato a partire da una configurazione C(9, nella

86



quale questi ultimi sono tutti soddisfatti come disequazioni (configurazione
ordinaria), ¢ reversibile, infatti se

gﬁ(q7t) >O7v66 {]‘7"'76_}7

per la continuita delle funzioni g, esiste un intorno di ¢ in ogni punto del
quale le precedenti disuguaglianze sono soddisfatte. Supponiamo invece che
il sistema parta da una configurazione nella quale almeno uno dei vincoli
unilaterali sia soddisfatto come uguaglianza (configurazione di confine), per
fissare le idee sia esso il primo

gl(Qv t) - 07

allora se il sistema S passa ad una configurazione ordinaria, relativamente
ai vincoli fissati all’istante ¢, si ha

15) 0
9 51, = g1(q — 0q,t) = —==—=dqy <0,

0< + d0q,t) =~
g1(q + 0q,t) a a

e quindi lo spostamento non e reversibile.

3.5 Primo e secondo teorema di D’Alembert-Lagrange

Sia S il sistema considerato nei paragrafi precedenti, come si e visto, si ha

I‘o%- = I‘oi ((Lt)y
voi :Voi(Qa(Lt)a izl)-"7p7
aO- = aoi (QaQa (jat)7

r, = ri(q7 t7 I‘é),
Vi:Vi(q’(Lt;r;)v t=p+1,...,m
a; = ai(q7 q'a (j7 t7 I'é),
Siano inoltre C; la regione occupata dal solido S; nello spazio ad esso solidale

e p; la sua densita, i = p+1,...,r. Si definiscono forze d’inerzia del sistema
S, le forze concentrate

(Oi,RZ(.m)), con RZ(»m) = —mua;,1=1,...,p,

e le forze di volume di forza specifica
d2

(m)
f — @I‘i

i = —a; = (q(t),t,r;),lzp+1,,T
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Teorema I (di d’Alembert-Lagrange). Per ogni spostamento virtuale del
sistema S, eseguito a partire dalla posizione che il sistema occupa all’istante
t e consentito quindi da tutti i vincoli agenti su di esso per come sono
all’istante ¢, il lavoro virtuale totale delle forze d’inerzia, delle forze attive e
delle reazioni vincolari e nullo.
Dimostrazione. Per ogni punto materiale O;, appartenente ad .S, il lavoro
virtuale e

R™ +R™ +RM) - or

()

o t=1...,p,

ma per ’equazione del moto del punto materiale considerato

R™ +R™W 4R = —mja; + R +RM =0, i=1,...,p,
e quindi, per ogni O;, i =1,...,p, il lavoro virtuale ¢ nullo.

Si & visto che, per un corpo rigido, il lavoro di un sistema di forze & deter-
minato dal risultante e dal momento risultante di questo sistema, pertanto
utilizzando le due equazioni cardinali per ognuno dei corpi rigidi si ha

R RO R = [ i/ RO R =0
C!

) )

7

MY + MY+ MY = - /c/(ri —1o,) A piai dr, + MY + ML) = o0,

2 o %

(ricordando che O; = G; se il corpo rigido S; non ha punti fissi, mentre O; &
uno dei punti fissi qualora il corpo ne abbia almeno uno, si ha in ogni caso
Jor(ri— r, ) A pia; dr; = Lo,) e quindi anche il lavoro virtuale su ogni corpo
riéido risulta nullo, il che completa la dimostrazione del teorema.

Teorema IT (di d’Alembert-Lagrange). Se sul sistema in istudio agiscono
vincoli olonomi lisci, il lavoro complessivo delle reazioni vincolari, per ogni
spostamento virtuale di S, eseguito a partire dalla posizione che il sistema
occupa all’istante t e consentito quindi da tutti i vincoli agenti su di esso
per come sono all’istante ¢, € non negativo

SLW > 0.

Per dare un’idea di come si arrivi a questa conclusione, si considerino due
casi particolari. Il primo in cui il sistema S sia costituito da un solo solido
ed il vincolo si riduca anch’esso ad un unico solido S (il vincolo dipende
dal tempo se S & in moto rispetto ad &;) (vedi Figura 3.3). Si supponga
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Figura 3.3: Solido a contatto con un vincolo esterno

che ad un certo istante i solidi siano in contatto in un punto. La reazione
vincolare @, che S esercita su S, essendo il vincolo liscio ed i solidi solamente
a contatto, € normale al piano di contatto e diretta verso l'interno di S.
Poiché gli spostamenti da considerare sono quelli virtuali, il vincolo deve
essere “congelato” nella posizione da esso occupata all’istante considerato.
Allora in uno spostamento virtuale il punto di S che occupa la posizione di
contatto puo compiere solo spostamenti dr tali che dr-n > 0, con n normale
interna ad S nel punto di contatto, pertanto

® - or > 0.

Il secondo caso considerato & quello di un sistema costituito da due soli corpi
S1 ed Sy. Siano le superfici esterne di questi corpi perfettamente levigate ed
il loro contatto si possa considerare puntiforme (I'impenetrabilita tra corpi
del sistema S & un vincolo esprimibile mediante disequazioni in cui il tempo
non compare esplicitamente 4). In un istante in cui questi corpi vengano a
contatto, dette @15 e P91 le forze esercitate rispettivamente da Sy su Sy e
da S1 su So, esse sono ortogonali al piano di contatto, ®1o & diretta verso
I'interno di S; e ®9; = —P12 (per il principio di azione e reazione). Allora,
in uno spostamento virtuale il lavoro di queste reazioni vincolari & uguale a

SLW) =@y - 6P, + B9, - 6P, = B3 - 6(P, — Py)

4Tale vincolo pud essere espresso dalla seguente condizione:
d(P,0S2) > d(P,051), VP €Sy,

con
d(P, 852) = ianeaSid(Q, P)7 1=1,2
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dove P; e P> sono i punti di S1 e So a contatto all’istante dato. Essen-
do le reazioni vincolari e gli spostamenti relativi tra punti (in questo caso
d(Py — P»)) dei vettori oggettivi, il lavoro scritto sopra non dipende dal rife-
rimento in cui lo si calcola. Risulta conveniente calcolarlo in un riferimento
solidale ad S, rispetto al quale P, non si muove. Un ragionamento analogo
a quello precedente consente di concludere che anche in questo caso il lavoro
virtuale totale delle reazioni vincolari deve essere non negativo. Si sottoli-
nea ancora una volta che il risultato vale solo per il lavoro totale, infatti,
ad esempio, se lo spostamento di P; forma un angolo ottuso con la normale
al piano di contatto, rivolta verso l'interno di 51, il lavoro compiuto da ®19
sara negativo.

Come si trova scritto sul Levi-Civita, Amaldi, Lezioni di Meccanica Ra-
zionale, “dal punto di vista fisico il risultato di questo teorema si legittima
facendo vedere che esso si trova verificato (appare cioe conforme all’esperien-
za) in tanti casi particolari che, per naturale e quasi necessaria induzione si
¢ tratti a ritenerlo valido in generale.”

Corollario. Nelle ipotesi del teorema precedente, per ogni spostamento
virtuale reversibile, si ha

5L = 0.

Dimostrazione. Se 6C' & uno spostamento virtuale reversibile anche —§C
¢ uno spostamento virtuale, allora, applicando il teorema precedente ai
suddetti spostamenti virtuali, si ha

SLW >0, =L >0,= 5L =0,
perché i lavori corrispondenti agli spostamenti 6C' e —dC' sono uguali ed
opposti.
3.6 Le equazioni di Lagrange

Teorema III. Se il sistema S & a vincoli olonomi lisci, per ogni spostamento
virtuale eseguito a partire dalla posizione che il sistema occupa all’istante t e
consentito quindi da tutti i vincoli agenti su di esso per come sono all’istante
t, deve essere soddisfatta la relazione

6L 4+ 6L <0, (Relazione simbolica (pura) della dinamica). (3.11)

Dimostrazione Segue immediatamente dai primi due teoremi.

Scriviamo, adesso, il lavoro virtuale delle forze d’inerzia e di quelle attive in
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forma lagrangiana. Si ricordi che

or. ~ oige i1

I‘ol aq Qh7 5 » Dy
or

or, 26qh,2—p+1
Oqn

Allora

Zmzaz a,4, it Z /pzaz 4,4, G, t;7}) - or;

i=p+1
( Z m;a; - 8 Z / Pidi - 5 )5Qh = ThOqh,
m = ,
p+1
dove le
Th = Th(‘]a Q7Q) . Zmzaz pidg za h = 1,. n,
i=p+1 :
(3.12)
sono dette componenti lagrangiane delle forze d’inerzia.
Mentre per le forze attive®, si ha
P
SL) = ZR( Ng.q.1) - or,, + Z / pif (q, 4. t;x}) - or; dr
i=1 i=p+1
P
31"
~ (ZRZ 8 pf - )5% = Qnoqn,
=1 Qh i=p+1

dove fi(a) ¢ il risultante delle forze attive specifiche che agiscono sul solido
Si;,t=p-+1,...,r, dal suo esterno e le

(a) 81@

p
Qh_Qh Q7Q7 ZR dr;,hzl,...,n,
=1

3% Bl

sono dette componenti lagrangiane delle forze attive.

5 LYY . . . . . . . . .
°Per semplicita si sta supponendo che le forze attive, che agiscono sui corpi rigidi, siano
solo di volume
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Teorema. Per un sistema S a vincoli olonomi, lisci e bilaterali valgono le
equazioni di Lagrange

Th(q7Q7d7 t) + Qh(q7Q7t) = 07 h = 17 s, 1 (313)

Dimostrazione. Per il teorema III applicato al caso in cui siano presenti so-
lo vincoli bilaterali (per i quali tutti gli spostamenti virtuali sono reversibili),
si ha

0=206L + 6L = (7, + Qn)dqn,

da cui, per I’arbitrarieta delle dg, segue la tesi.

Le equazioni di Lagrange si possono scrivere in una forma piu espressiva. Si
cominci scrivendo la forma lagrangiana dell’energia cinetica del sistema S

T
:§[Zmivi Vo, T Z /plv, vzdr
i=1

i=p+1
1 P or, or,, or,, o,
=52 mil g it ] [+ =]

=1
i . 8rz 61‘1' . ari ’
+ Z /pl g ) 5g, 0+ g lari
1=p+1
1 .. .
=3 ank(q, t)qndr + bru(q, t)dn + Ko(g, t),

dove

i t)'—zp: or,, Z/ Or; Or; !,
S 8qh 8% = Jor " oar " Bu

=1
or, Or;
; 1 ’Ld I
Zm 8qh Z Piog, ot
1< 31“ or; 61"1 ,
Kola, 1) '_2;7” ot ot e

Si noti che se i vincoli sono fissi, il termine dell’energia cinetica che e lineare
in ¢ (che si indica con Ki(q,q,t)) ed il termine Ky(q,t) (indipendente da
¢) sono entrambi nulli. Si pud dimostrare inoltre che la forma quadratica
(ahk)z’ ., oltre ad essere evidentemente simmetrica, ¢ anche definita positiva
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6 e quindi il termine quadratico in ¢ (Ka(q,q,t) := %ahkqhq'k) si annulla se
esolose g, =0,Vh=1,...,n
Adesso si e nelle condizioni di mostrare che le componenti lagrangiane delle
forze d’inerzia si possono esprimere in termini dell’energia cinetica. Nelle
espressioni (3.12) delle 75, compaiono termini del tipo a - aq che si possono
riscrivere nella forma seguente

a ﬁ_i(v ﬂ)_v d Or perle(37) (3.8)i(v 67‘/)—V 87V
th N dt 6qh dt 6qh dt

e quindi

Z/Pzazarz ;

§ ms;a; -
5% Rt

:jt(_i _z/pm o ar)

i=1 i=p+1
o ﬁvz .
+Zmivi + Z pzvz - ar;
i=1 i=p+1
dt aqh ( - = Zmzvl Vi — Z /, ALK V,LdI'
25
9 1<
+—<—Zmivi Vz+ Z / PiVi Vzdr
Oan \2 = = i
= p+1
_d 0K 0K
o dt aqy, oqp,

Allora le equazioni di Lagrange (3.13) si riscrivono nella forma

d oK 0K
_—_ = ] =1,...,n. .14
dt 8Qh aqh Qh(Q>q7t)7 h 3 y (3 )

Le equazioni di Lagrange costituiscono un sistema di n equazioni dif-
ferenziali del secondo ordine nelle n funzioni incognite g (t), h = 1,...,n

%a,,.0q,0q, = >, mi|or,, 1>+ i1 Jor pildr,|? dr, che si annulla se e solo se lo
spostamento virtuale di tutti i punti di S & nullo, e questo pud accadere se e solo se
0g, =0,Vh=1,...,n
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Esse possono essere scritte in forma normale, vale a dire possono essere
esplicitate rispetto alle derivate seconde, a tal proposito si osservi che

d oK d

& 9a, ~ di [ank (@, t)dk + br(a,t)] = ank(a, )ik + ank(a, t)dr + ba(g, 1),

questa sostituita nelle (3.14) da

. : 0K . g
ank(q; 1) = Qnlq, ¢, t) + o0 ank(q; t)dr — bn(q,t),
da cui, essendo det(ani(g,t)) # 0, si trova

.. ) _ oK . . .
Gn = Fi(gq,¢,t) := (a l)hk(Qk‘Faiqk—akl(ﬂ—bk)a h=1,...,n.

Pertanto, se le funzioni a secondo membro sono sufficientemente regolari,
vale la seguente

Proprieta. Le equazioni di Lagrange ammettono co?” soluzioni, tra le quali
ne esiste sempre una ed una sola che soddisfi le condizioni iniziali

Qh(tO) ZQ27 Qh(tO) :CJ2> h = 17"')”7
con qg, qg, h=1,...,n, costanti arbitrarie.
La precedente proprieta ha la seguente interpretazione fisica

Proprieta. Un sistema di corpi schematizzabili con dei punti materiali e
dei corpi rigidi, che sia soggetto a vincoli olonomi, lisci e bilaterali, e che si
muova sotto ’azione di un assegnato sistema di forze attive, esterne rispetto
a ciascun corpo, pud compiere co?” moti distinti, ciascuno dei quali risulta
determinato assegnando la posizione e ’atto di moto iniziali.

3.7 Sollecitazioni conservative

Sia .S il sistema materiale consueto ed i vincoli che agiscono su di esso siano
oltre che olonomi, lisci e bilaterali anche fissi.

Definizione. Una sollecitazione attiva, che sia posizionale (dipenda cioe

solamente dalla posizione del sistema, per cui Qp = Qr(q), h=1,...,n), si
dice conservativa se esiste una funzione V(g) 7, detta potenziale, tale che
oV
Qr=—-—, h=1...,n
dqn

"definita a meno di una costante additiva arbitraria
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11 lavoro effettivo (corrispondente cioe al moto compiuto effettivamente dal
sistema) svolto dalla sollecitazione conservativa ¢

R oV .

e pertanto e un differenziale esatto. Inoltre dal teorema delle forze vive, si
ricava

dK = dL +drL®™ = qv,
in quanto, essendo lo spostamento effettivo compreso tra gli spostamenti
possibili, e coincidendo questi ultimi con quelli virtuali (poiché i vincoli, nel
caso in esame, sono indipendenti dal tempo), il lavoro delle reazioni vincolari
e nullo.
Si definiscano I'energia potenziale e I’energia meccanica

U:= —V(Q), &= K(q,q) + U(Q),
si ha allora la seguente
Proprieta. L’energia meccanica di un sistema materiale a vincoli olonomi,

lisci, bilaterali e fissi, sul quale agiscono solo sollecitazioni attive conserva-
tive, si conserva.

Dimostrazione. d€ = dU + dK = 0.

Vale anche quest’altra

Proprieta. Sia Sy, il sistema S privato dei suoi vincoli e (A1,...,\) le
variabili atte ad individuarne la posizione, vale a dire le coordinate la-
grangiane di S7. Allora se la sollecitazione attiva agente su Sy, € conser-
vativa con potenziale V(A1,..., ), lo & anche per S con potenziale V (q)

=V(M(q),---, Ni(q)

Dimostrazione. Nel caso del sistema vincolato S il lavoro della sollecita-
zione attiva ¢ dato da

P or ! or;
dL@ = Qudgy, = (S R\ . =% E:/ £ ) g
Qndgn ( P o + . I“z) an
i=1 i=p+1~ %~
- or a ari .\ O\
(a) o; (@) OTi ., j
= R, ——+ /,oifi - dr; ) =—dgp,
(; OA; Z-Z,ZH c; OA; )
O\ IV O\ oV
=Qi(\1,..., \)=2dq, = —— —2dq, = —d
Qi(A1,- -, z)aqh = g, Dgn 1 = gy dan
le Q;,7 = 1,...,1, essendo le componenti lagrangiane delle sollecitazioni

attive agenti sul sistema libero.
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3.8 Funzione di Lagrange o lagrangiana

Nel caso di un sistema S a vincoli olonomi, lisci, bilaterali e fissi, per il
quale la sollecitazione delle forze attive (esterne a ciascuno dei corpi di S)
sia conservativa, si definisce la funzione di Lagrange

L=K(q,q) +V(g).

Essendo
_ovo v
Iqn qn

le equazioni di Lagrange assumono la seguente forma

Qn 0, h=1,...,n,

doL oL

— — = h=1,...,n. 1

Questa forma rimane valida anche in casi piu generali, nei quali i vincoli
siano dipendenti dal tempo, purche le forze attive derivino da un potenziale
generalizzato V(q, ¢,t), vale a dire

dov oV
=————+4+—, h=1,...,n
Qh dt 8(]}1 th’ ) 3
Ad esempio, questo accade nel caso delle forze apparenti in un riferimento
non inerziale od anche della forza magnetica di Lorentz (vedi, ad esempio,

Romano, Meccanica Razionale).

3.9 Integrali primi delle equazioni del moto

Sia S un sistema materiale a vincoli olonomi, lisci e bilaterali. Una funzione
f(q,q,t) sidice un integrale primo delle equazioni di Lagrange se si mantiene
costante lungo le soluzioni di queste equazioni. Vale a dire che per qualsiasi
q(t) soluzione di queste equazioni deve aversi

f(Q(t)v Q(t)vt) = f(q(tO)a Q(t0)>t0)> vt > to.

Un integrale primo esprime quindi una legge di conservazione ed, essendo
un’equazione differenziale del primo ordine, puo essere vantaggiosamente

96



sostituito ad una delle n equazioni di Lagrange.
Sia S un sistema meccanico per il quale si possa determinare una funzione
di Lagrange L, si definisce momento coniugato della variabile g, la funzione

oL
phpi=——, h=1,...,n.
dqn
Una coordinata lagrangiana gj, con h € {1,...,n}, si dice ciclica se la

lagrangiana non dipende da gj. In tal caso il momento coniugato p; € un
integrale primo del moto. Infatti, per I’equazione di Lagrange h-ma, si ha

d oL oL d
iog og VT a0 pr(a(t),4(t),t) = py(a(to), 4(to), to)
Si e gia visto che, nel caso di sistemi a vincoli olonomi, lisci, bilaterali e
fissi, sottoposti a sollecitazioni attive conservative 8, si conserva I’energia
meccanica. Lo si pudo mostrare anche come conseguenza diretta delle equa-
zioni di Lagrange. Nel caso in questione £ = %ahk (9)d, 4, + V(q), pertanto
L=L(g,q)e
d oL . oL .. per le equazioni di Lagrange d oL . oL
—L=-—qn+ 5—0an = —5—qn+ 75—
dt oqn Odn dt Oqp, dqn

oL
= (g, )

da cui segue che

d oL
(o —L) =0
dt ( a1 :

questo significa che gTﬁq'h — L e un integrale primo del moto. Mostriamo che
questa funzione coincide proprio con I’energia meccanica del sistema, infatti

0 /1 1
_ — m S o V . _ = . . _ V
8qh(2“’“ GkGm + V(q))dn 5 Ohkdndk (q)
N S
= anknGe — 50nkdnGe —V = K+ U = €. (3.16)

2

3.10 Teorema di Noether

Sia data una famiglia di trasformazioni ad un parametro s

ah > Ghs (3.17)

8E possibile trovare una generalizzazione di questo risultato al caso di sollecitazioni
conservative in senso generalizzato, ad esempio nel Romano, Meccanica Razionale, o nel
Gantmacher, Lectures in Analytical Mechanics
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vale a dire siano assegnate le n funzioni

an = qp(g,8), h=1,...,n,

che fissato s rappresentano una trasformazione di coordinate lagrangiane
nello spazio delle configurazioni ?. Siano inoltre queste funzioni regolari ed
invertibili per ogni valore di s, quindi tali che esistano le funzioni inverse

qh:qh(q/78)7 h:17"'7n'

Supponendo che ad s = 0 corrisponda la trasformazione identica '°, per s
piccolo, a meno di infinitesimi di ordine superiore al primo, la trasformazione
si puo scrivere

od,
ds

Questa trasformazione delle coordinate implica la seguente trasformazione
delle velocita generalizzate

an — qn + s, h=1,...,n.

82

/
qhs, h=1,...,n.

S
dn Qh+atas

Se il sistema materiale in istudio & a vincoli olonomi, lisci, bilaterali e fissi 11,
ed inoltre ¢ conservativo, e quindi ha lagrangiana £ = £L(q, ¢), si dice che la
(3.17) ¢ una trasformazione di simmetria per la lagrangiana, se quest’ultima
ha lo stesso valore in (g, ¢) ed in (¢+ %—‘f;s, g+ %s). Affinché questo accada,
poiché, a meno di infinitesimi del secondo ordine rispetto ad s, si ha

of .. O oL oqy, | OL Py

£lg+ 9s 1 * O0tos s)=Llg.q) + S(a% 0s  Ogy atas)’

¢ necessario e sufficiente che sia

0= %%_i_%g%per le equazic;li diLagrange(i%)%_i_ oL o 8q§l
8qh 0s 8qh ot Os dt 5‘qh
_d 0L Oq,
- $(87%E)

ds  Oqp Ot Os

B possibile considerare trasformazioni pit generali che dipendano esplicitamente dal
tempo
qn = an(g,s,t), h=1,...,n,
e si puo anche rendere la trattazione indipendente dal sistema di coordinate usate nello
spazio delle configurazioni
Cioe qn(¢’,0) =¢q,, h=1,...,n
7] teorema rimane vero per sistemi materiali pill generali con lagrangiana £(q, ¢, t)
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Risulta, quindi, dimostrato il seguente
Teorema. Condizione necessaria e sufficiente affinché la trasformazione
(3.17) sia di simmetria per il sistema materiale in questione ¢ che la quantita

oc ou
oqp, 0s

sia un integrale primo del moto.

Pertanto, come ha osservato E. Noether, ad ogni simmetria corrisponde una
quantita conservata.

Esempio 1. Consideriamo un sistema materiale costituito da due punti
materiali P; e P», su ognuno dei quali agisca esclusivamente la forza eser-
citata dall’altro punto materiale. La forza sia conservativa ed abbia poten-
ziale V. = V(|r; — ra]), con r; vettore posizione di P;, i = 1,2. Allora la
lagrangiana del sistema &

2

1 . . )
L= 5277%(%2 + 07+ )+ V(21— 22)? + (11 — 12)? + (21 — 22)?),
i=1

con (x;,Y;, z;) componenti del vettore posizione r;, i = 1,2. Sia w di com-
ponenti (wy,ws,ws3), un vettore arbitrario di F3. Il gruppo delle traslazioni

1 — T1 + swy Tr9 — T2 + Swy
Y1 — Y1 + swa, Y2 — Y2 + swa,
21 — 21 + sws 29 — 29 + SwW3

e evidentemente un gruppo di simmetria ad un parametro per £ e quindi,
per il teorema di Noether, la quantita

ot o9 9oL 9L L9t oL
i+ O 2 04 0 0de ' O e

= (m121 + made)wr + (MY + mage)ws + (M121 + maze)ws

e un integrale primo del moto. Data ’arbitrarieta del vettore w, si conclude
che la quantita di moto del sistema si conserva durante tutto il moto. In
generale, se la lagrangiana di un sistema materiale & invariante rispetto al
gruppo delle traslazioni, allora la quantita di moto del sistema si conserva.
Se la lagrangiana e invariante solo rispetto al sottogruppo delle traslazioni
lungo una certa direzione, allora si conserva solo la componente lungo quella
direzione della quantita di moto.

Esempio 2. Consideriamo un punto materiale in moto sotto ’azione di un
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campo di forze conservativo di potenziale V =V (|P — O|), con P posizione
del punto materiale e O punto fisso di &3, che sceglieremo come origine. La
lagrangiana del sistema e

1
L= -m@d@®+ 5+ )+ V(a2 + 32+ 22).

2

Essa e invariante rispetto al gruppo delle rotazioni. Ad esempio se conside-
riamo il sottogruppo delle rotazioni attorno all’asse Oz, per angoli 6 piccoli,
si ha

xr — xcosf —ysinf ~x — Oy
y — rsinf + ycosf =~ Ox + y.
z—=z

Allora, per il teorema di Noether, la quantita

0LOx' 0Ly  0LOZ . .
95 90 + ?y% + 200 —mxy + mxy,

che & la componente lungo z del momento angolare, rispetto al polo O,
del punto materiale P, & un integrale primo del moto. Analogamente si
vede che l'invarianza per rotazioni attorno all’asse Oz (Oy), corrisponde
alla conservazione della componente z(y) del momento angolare.

3.11 Equilibrio, stabilita e piccole oscillazioni

Si consideri il consueto sistema .S, ed i vincoli che agiscono su di esso siano
olonomi, bilaterali, lisci e fissi. Una configurazione C*, corrispondente al va-
lore ¢* della n-pla di coordinate lagrangiane del sistema, si dice di equilibrio
per S, se, posto il sistema in questa configurazione con atto di moto nullo,
esso vi rimane indefinitamente. La traduzione analitica di questa definizione

e
to) = ¢* \
{ qq((fo)) :qo » = q(t) = ¢", Vi > to.
Vale il seguente

Teorema '2. Condizione necessaria e sufficiente affinché la configurazio-

ne C* sia di equilibrio & che le componenti lagrangiane delle forze attive

12Fsiste un teorema pit generale, in cui la sola ipotesi sui vincoli & che essi siano ideali
(vale a dire che il loro lavoro virtuale complessivo sia non negativo). In tal caso una
configurazione C* & di equilibrio, innanzitutto se essa & un moto possibile, vale a dire
se esiste una funzione ¢ : R — &,, di classe C?, tale che C* corrisponda a q(t),Vt, cosa
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soddisfino le condizioni
Qh(q*,O,t) :0, h = 1,...,7”L, Vtzto. (3.18)

Dimostrazione. Si considerino le equazioni di Lagrange (3.14). Se C*
¢ una configurazione di equilibrio, ¢(t) = ¢*,Vt > to deve essere una so-
luzione di queste equazioni, allora, essendo in questo caso K = 0, so-
no identicamente nulli i primi membri delle equazioni di Lagrange, per-
tanto lo devono essere anche i secondi, questo significa che deve aversi:
Qr(q*,0,t) = 0, h = 1,...,n, Vt > tg, il che mostra la necessarieta delle
condizioni (3.18).

Viceversa siano soddisfatte le condizioni (3.18), allora ¢ immediato verifi-
care che ¢(t) = ¢* ¢ l'unica soluzione soddisfacente le condizioni iniziali
q(to) = q*,q4(to) = 0, e quindi & dimostrata anche la parte sufficiente del
teorema.

Il sistema di equazioni di Lagrange si puo trasformare in un sistema di
2n equagioni differenziali del primo ordine, introducendo le variabili vy, :=
Gn, h = 1,...,n, si ha infatti

dh = Uh
{ on = Fn(g,0) ° h=1,...n, (3.19)
dove si & tenuto conto che i vincoli sono fissi e si e supposto che le forze attive
non dipendano esplicitamente dal tempo. Un sistema del tipo di quello
scritto sopra, vale a dire del primo ordine, in forma normale e con i secondi
membri che non dipendono esplicitamente dal tempo si dice autonomo. Lo
stato (¢*,v*) si dice di equilibrio per un tale sistema, se i secondi membri
calcolati in corrispondenza di (¢*, v*) si annullano. E facile vedere che questa
definizione, nel caso del sistema (3.19), coincide con quella data sopra, infatti
i secondi membri delle prime n equazioni del sistema si annullano se e solo
se v = 0, inoltre i secondi membri delle seconde n equazioni, calcolati per
q=¢q" e v=0, sono dati da
0K  Oay .

Fi(q",0) = a (¢ |Qu(a, @) + 5— — = Gm@ =a_'(¢")Qx(q",0)
L T

tutt’altro che ovvia quando i vincoli sono reonomi. Poi deve accadere che V¢ il lavoro
virtuale delle forze attive (esterne a ciascun corpo) deve essere non positivo per ogni
spostamento virtuale del sistema eseguito a partire dalla configurazione C* con atto di
moto nullo. Questo teorema & noto sotto il nome di Principio dei lavori virtuali, ed altro
non & che la forma assunta dalla Relazione simbolica della dinamica nel caso particolare
della statica (vedi, ad esempio, Cercignani, Spazio, Tempo, Movimento, oppure Levi-
Civita, Amaldi, Lezioni di Meccanica Razionale). Da un punto di vista storico questo
Principio &, pero, antecedente alla Relazione simbolica che ne fu una generalizzazione!

101



e si annullano se e solo se Q,(¢*,0) =0, h=1,...,n.

Definizione. Uno stato di equilibrio (¢*, v*) si dice stabile, se comunque si
fissi un suo intorno I(g*,v*), esiste un intorno Iy(q*,v*) C I(g*,v*) tale che
se le condizioni iniziali appartengono all’intorno Iy, allora la soluzione del si-
stema (3.19), che soddisfa queste condizioni iniziali, rimane indefinitamente
in I(qg*,v*), vale a dire

(q(to), v(to)) € Lo(q™, v") = (a(t; o, vo), v(t; qo, vo)) € 1(q",v%), V¥t > to,

dove con (q(t; qo, vo), v(t; o, v0)) abbiamo indicato la suddetta soluzione.

E importante trovare condizioni che assicurino che un punto di equilibrio sia
stabile. La situazione piu semplice si ha quando il sistema materiale .S oltre
a essere soggetto a vincoli olonomi, bilaterali, lisci, e fissi, & anche sottoposto
a sollecitazioni attive conservative. Notiamo, innanzitutto, che in tal caso
una configurazione di equilibrio € un punto stazionario della funzione energia
potenziale, infatti si ha 0 = Qn(¢*) = _{%{L o—q» P =1,...,n, & vero anche
il viceversa. Vale inoltre il seguente

Teorema (criterio di stabilita di Dirichlet). Se ¢* € un punto di minimo
proprio dell’energia potenziale U, allora la configurazione C* & una configu-
razione di equilibrio stabile '® per il sistema S.

Dimostrazione. Essendo ¢* un punto di minimo (interno al dominio di de-
finizione di U) per 'energia potenziale U, deve essere Qp(¢*) = —% =
0, h =1,...,n, e quindi C* & una configurazione di equilibrio. Se si con-
sidera l’energia meccanica di S, &€ = K(q,v) + U(q), segue immediatamen-
te che (¢*,0) & un punto di minimo proprio per &, inoltre si pud sceglie-
re la costante additiva arbitraria dell’energia potenziale in maniera tale
che U(q*) = 0, da cui £(¢*,0) = 0. Consideriamo un qualsiasi intorno
I(g*,0), poiché (¢*,0) & un punto di minimo proprio per &£, esiste un in-
torno chiuso I(g*,0) C I(g*,0) tale che E(q,v) > E(¢*,0) = 0, V(q,v) €
I(g*,0) \ {(¢*,0)}. Se consideriamo la restrizione di & a dI1(q*,0), per
il teorema di Weierstrass, essa € ivi dotata di minimo, sia allora g > 0
il valore minimo della funzione £ su dI;(g*,0). Per la continuitd di &, e

13Esistono anche dei teoremi che quasi invertono quello di Dirichlet, tra questi enuncia-
mo il seguente

Teorema (primo teorema di Lyapunov). Se energia potenziale U(qu,...,qn) di un si-
stema conservativo in una posizione di equilibrio non ha un minimo e questa circostanza
¢ riconoscibile dall’analisi del valore locale delle derivate seconde di U, allora la data po-
sizione di equilibrio ¢ instabile.

Per la dimostrazione si veda, ad esempio, il Gantmacher
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poiché £(g*,0) = 0, esiste un intorno In(¢*,0) C I1(¢*,0) C I(g*,0), ta-
le che 0 < &(q,v) < I, Y(q,v) € Io(qg*,0) \ {(¢*,0)}. Mostriamo che se
la condizione iniziale (go,v0) € Ip(¢*,0), la corrispondente soluzione non
puo raggiungere 9I1(q*,0) e quindi, a maggior ragione, deve rimanere al-
I'interno di I(g*,0). Infatti, per la conservazione dell’energia, si deve ave-
re:  E(q(t;q0,v0),v(t;q0,v0)) = E(qo,v0) < [, Vt > to, mentre se ad un
istante t si verificasse (q(%;qo,v0),v(; qo,v0)) € d11(g*,0), dovrebbe esse-
re £(q(t; q0,v0),v(t; g0, v0)) > [, in contraddizione con la precedente.

Si e visto che se una configurazione e di equilibrio stabile, il moto, se le
condizioni iniziali sono opportunamente scelte, rimane confinato in “pros-
simita” di (¢*,0), vale a dire che la configurazione del sistema si mantiene
nelle “vicinanze” di C* e ’energia cinetica rimane “piccola”. Si considerino
pertanto gli sviluppi in serie di Taylor dell’energia cinetica e potenziale 14,

arrestati al secondo ordine in \/(gn — ¢})? € 1/d3, si ha

1 e
K~ iahk(q )andis

1 2
U=~ = sl

2 0q10qs,

| o (an — @) (@ — q3.),

Si noti che il primo termine non nullo nello sviluppo dell’energia potenziale &
quello di ordine due, per la scelta della costante additiva dell’energia poten-
ziale (tale che U(q*) = 0) e perché, essendo ¢* di minimo, in questo punto si
annullano tutte le derivate prime. Si definiscano by (q) = agqu —(q), h. k=
L...,onemp=q—q,h=1,...,n.

In definitiva, a meno di termini del terzo ordine, la lagrangiana del sistema
si scrive

L= 3 ank(q")nmn — 3 bk (4 ) Ma k-

Le equazioni del moto corrispondenti, che si dicono equazioni dei piccoli
moti, determinano il moto di S a meno di termini del secondo ordine. Per
scriverle € conveniente cambiare la base di E,. Si noti che la forma qua-
dratica (apk(q ))Z,k:h essendo simmetrica e definita positiva, definisce un
prodotto scalare in E,,

(u,w) := apgupwy, u,w € E,.

Msi supponga inoltre che il minimo di U sia riconoscibile dai valori locali delle sue

derivate seconde, vale a dire che la matrice Hessiana di U, valutata in ¢*, sia definita
positiva
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Se si considera, allora, I’equazione generalizzata agli autovalori
bhk(q*)uk - Aahk(q*)uk> h= 17 o, N,

essendo la forma (by(q*))} ., simmetrica, esiste almeno una base ortonor-
male di E, rispetto alla quale le forme (ank(q")h =1 € (brk(q"))h g=1 sODO
rappresentate rispettivamente dalla matrice identita e da una matrice diago-
nale i cui elementi sono gli autovalori positivi di (byx(¢*))} ,_;, indicati con
An, h = 1,...,n. Pertanto, indicate con 7, k = 1,... 7n,’(coordinate nor-
mali), le trasformate delle ng, k = 1,...,n, nella nuova base, la lagrangiana
dei piccoli moti si scrive

1

_ s 2_7 _ \2
L= 3 (7n) 5 A (7))

e le corrispondenti equazioni del moto sono

i = —(wp)?7n, h=1,...,n, (dove non ¢’ sommatoria su h!)
dove le wy, := /A, ,h = 1,...,n, sono dette pulsazioni caratteristiche di
S nella configurazione C*. Le precedenti sono le equazioni di n oscillatori
armonici disaccoppiati. Quindi, poiché le g, —¢q;, h = 1,...,n, sono com-
binazioni lineari delle 7, h = 1,...,n, si puo concludere che i piccoli moti

attorno ad una configurazione di equilibrio stabile sono combinazioni lineari
di oscillazioni armoniche.
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3.12 Principio di Hamilton, prima forma

Consideriamo un arbitrario sistema olonomo, a vincoli bilateri, con coordi-
nate indipendenti ¢ = (¢1,...,¢,) e governato dalla funzione lagrangiana
L(q,q,t). L'integrale

t1

W =Wi(q(t)) = t L(q,q,t)dt (3.20)

0
& detto azione (nel senso di Hamilton), durante un intervallo di tempo
[to, t1] prefissato. L’azione W & un funzionale'® che dipende dalla funzio-
ne q(t) = (q1(t), .., qu(t)).
Se si specificano le funzioni g (t), h = 1,...,n, si ottiene un dato moto cine-
maticamente possibile (vale a dire un moto compatibile con i vincoli). Nello
spazio (n + 1)-dimensionale (g,t) (spazio delle configurazioni esteso) si con-
siderino tutte le possibili curve, o traiettorie, passanti per due determinati
punti di questo spazio My = (¢°,t9) ed M1 = (q¢',t1), in modo tale che
risultino fissati i tempi iniziale e finale ¢y e t1, e le posizioni ¢° e ¢' corri-
spondenti. Per il resto i moti siano arbitrari.
Si supponga che tra le traiettorie considerate ve ne sia una ¢ = g(t) per la
quale siano soddisfatte le equazioni di Eulero-Lagrange

ia—_.ﬁ—a—_ﬁzo, h=1,...,n. (3.21)
dt oq,  0qp

Questa traiettoria viene detta rettilinea.

Tutte le altre curve che passano attraverso i punti ¢° e ¢* saranno chiamate
traiettorie tortuose. Si dimostrera che la traiettoria rettilinea rende stazio-
naria l’azione W rispetto alle traiettorie tortuose. Vediamo, innanzitutto
qual ¢ il significato di punto stazionario dell’azione o piu in generale di un
funzionale.

Definizione 6 Una variazione o deformazione, ad estrems fissi, di una cur-
va (q(t),t) nello spazio delle configurazioni esteso é una famiglia di curve
ad un parametro (q(t,s),t) tali che

* q(t,0) = q(t),

e q(to,s) =q° q(t1,s) = ¢*, Vs.

5 Un funzionale ¢ un’applicazione che ha come dominio uno spazio di funzioni (uno
spazio i cui elementi sono costituiti da funzioni) e che associa ad ogni funzione un numero
reale.

d oL

el sistema di equazioni (3.21) e nel seguito i 06, sta per

d 9L

£ 2= e cosi via
dt dqp, l7
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Figura 3.4: Famiglia di curve che passano per due punti.

Data una deformazione di ¢(t), si puo definire la funzione
W(s) = W(at,s)).

Allora W’(0) misura quanto rapidamente varia il funzionale quando ci si
sposta dalla curva ¢(t) alle curve deformate vicine (s piccolo). Se questa ve-
locita & nulla qualsiasi sia la deformazione considerata (W'(0) = 0, Vq(t, s)),
allora si dice che il funzionale ¢ stazionario in g(t).

A questo punto siamo nelle condizioni di poter dimostrare il seguente

Teorema 9 (Principio Variazionale di Hamilton) Sia dato un sistema
meccanico olonomo, a vincoli bilateri e ad n gradi di liberta, con lagrangiana
L(q,q,t). La traiettoria effettiva (rettilinea) g(¢) del sistema nell’intervallo

di tempo [tg,t1], con valori prescritti agli estremi q(tg) = ¢ = (¢?,...,¢%)
eq(t1) =q¢" = (¢,...,q.), rende stazionaria l’azione di lagrangiana
L:
31
Wiq(t)) = t L(q,q,t)dt. (3.22)
0

Quindi fra tutte le traiettorie cinematicamente possibili durante [to,t1], che
hanno gli stessi valori agli estremi e che il sistema potrebbe scegliere, viene
selezionata quella che rende stazionaria l'azione di lagrangiana L.

Dimostrazione. Consideriamo una famiglia arbitraria di traiettorie (una
deformazione di q(t)): qn = qn(t,s), h=1,...,n,t € [to,t1], con —y < s <
v, v € RT.

L’azione W calcolata per le traiettorie appartenenti a questa famiglia € una
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funzione del parametro s:

W) = [ Llatt.s).d(t ). 1] dt.

to
Calcoliamo la variazione W (= %53) = W'(0)ds dell’azione W, vale a dire
il suo differenziale rispetto ad s. Si ha

11 t1
W =9§ Ldt = oL dt

to to
hroc oL
to \9q G,
e, dato che 8¢, = 05 qn(t, s) = (L Equ(t,s))|,_o05 = 4 [Lan(t,s)),_,08] =
%5%, integrando per parti il secondo termine dell’integrando si trova

hloL d [ or d oc
s+ L (50, ) = L% 50,1 at
/to [8% RN (aqh Qh> dt 9, Qh]

(B [ (22 _d0E),,
oG, o Jio \Oqn  dtogy n ¢t

Tenendo inoltre conto che la variazione delle traiettorie € nulla agli estremi
dell’intervallo d’integrazione, segue:

f <8£ d oL

_—— = . 2
o, di a%) o dt (3.23)

ow

oW =
to
Si vede che in corrispondenza della traiettoria rettilinea, cioe della traiettoria
che si ottiene per s = 0, I’espressione sotto il segno d’integrale ¢ nulla in virtu
delle equazioni di Eulero-Lagrange. Quindi, per la traiettoria rettilinea, si
ha
oW =0,

che & 'espressione matematica del principio di Hamilton.

E vero anche il viceversa, vale a dire che se per qualche traiettoria g(t) si
ha 6W = 0, allora per I'arbitrarieta dei dqp, h = 1,...,n, questa traiettoria
deve soddisfare le (3.21).

Infatti, si supponga per assurdo che ci siaun € (to,t1) edun h € {1,...,n}
d oL oL

tali che dio5 o # 0, allora per continuita ci sard un intorno di ¢ nel
h
quale 425 _ 0L yhanterra lo stesso segno. Si scelga una deformazione

dt 8@3 8(7;L
che trasformi solo g;(t) — @5(t) + dg;, con dg; # 0 solo in un intorno
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di ¢ contenuto nell’intorno suddetto, e con dg; avente lo stesso segno di

%%ﬁﬁ - %Cﬁ. Di conseguenza
“WwordoL oL
W = ( - _) ogrdt > 0,
w \dtog, O

in quanto la funzione integranda e positiva nel secondo dei suddetti intorni
e nulla al di fuori di esso. Questo risultato e in contraddizione col fatto che
d(t) & un punto stazionario dell’azione, pertanto la dimostrazione & comple-
tata.

Poiché dal principio di Hamilton derivano le equazioni di Lagrange in coor-
dinate indipendenti (e viceversa), il principio di Hamilton puo essere posto
a fondamento della dinamica dei sistemi olonomi, bilaterali. Le traiettorie
rettilinee possono essere caratterizzate sia mediante le equazioni differenzia-
li del moto in forma lagrangiana, che mediante il principio variazionale di
Hamilton. Ad ogni modo c’¢ una differenza fondamentale tra le equazioni
differenziali del moto ed i principi variazionali. Le prime, essendo equazioni
differenziali, caratterizzano localmente il moto, mentre il principio variazio-
nale, avendo a che fare con una relazione integrale, caratterizza la traiettoria
nella sua interezza.

Si puo provare che se il punto M; e sufficientemente vicino al punto My,
allora una sola traiettoria rettilinea passa attraverso questi punti, ma se la
separazione tra questi punti ¢ sufficiente allora due traiettorie o persino un
fascio di traiettorie rettilinee puo passare per questi punti. La posizione M;
per cui si verifica questa situazione si chiama fuoco coniugato di My e si
indica con M. E stato provato che il valore dell’azione calcolato in cor-
rispondenza della traiettoria rettilinea da My ad M; ¢ di minimo relativo
rispetto ai valori calcolati in corrispondenza di quelle tortuose se su di essa
non vi ¢ alcun fuoco coniugato ad My (vedi Gantmacher.)
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Capitolo 4

Meccanica Analitica:
formulazione hamiltoniana

Hamilton propose una formulazione della dinamica di un sistema di corpi,
in cui lo stato del sistema invece di essere descritto dalle variabili (q,q) €
descritto dalle variabili (¢, p), con p n-pla dei momenti coniugati.

Le equazioni di Hamilton costituiscono, dal punto di vista piu elementa-
re possibile, semplicemente una conveniente riscrittura delle equazioni di
Lagrange come sistema di 2n equazioni del primo ordine, con una scelta
particolarmente significativa delle variabili. Tale riscrittura delle equazioni
di moto risulta tuttavia essenziale per fondare la meccanica statistica e la
meccanica quantistica. Infatti, la compatibilta tra probabilita e dinamica,
che costituisce uno dei problemi centrali della meccanica statistica, puo es-
sere formulata in maniera molto semplice in ambito hamiltoniano piuttosto
che in ambito lagrangiano (fondandola sul teorema di Liouville). D’altra
parte le regole di quantizzazione (che esprimono il modo in cui si passa dal-
la meccanica classica a quella quantistica) vengono formulate facendo uso
delle parentesi di Poisson, ovvero di una struttura algebrica soggiacente le
equaziont di Newton, che viene spontaneamente resa esplicita in ambito ha-
miltoniano. Infine, il formalismo hamiltoniano risulta particolarmente utile
anche in ambito puramente meccanico, in relazione alla teoria delle per-
turbazioni, il cui sviluppo viene estremamente facilitato facendo uso della
tecnica delle trasformazioni canoniche, che pure richiedono di disporre del
formalismo hamiltoniano. Le trasformazioni canoniche, tra ’altro, vennero
molto utilizzate anche nella prima formulazione della meccanica quantistica,
soprattutto ad opera di Born e di Sommerfeld (cfr. Carati, Galgani).
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Per mostrare come si passi dalla formulazione di Lagrange a quella di Ha-
milton, premettiamo il seguente
Teorema (di Donkin). Sia X (x1,---,2,) : R® — R una funzione di classe

C? che goda della proprieta
I*X
det
¢ <8$18$k> 75 0’

e si consideri la trasformazione di coordinate

0X
;= , i=1,...,n. 4.1
Ui = (4.1)
Si ha allora che:
. . . aYy .
1. esiste la trasformazione inversa x; = 0 t=1,...,n, con
Yi
Y =xzy; — X, (4.2)
dove le z;, i = 1,...,n, devono essere espresse in funzione delle y;, j =
1,....n
2. inoltre, se la funzione X dipende anche da m parametri aq, ..., Qmy,
OvVVero

X = X(ﬁl,"' sy Ly Q" 0t 7am)a
allora anche la funzione Y dipende dagli stessi parametri e si ha:
ox oY

8ai ——@,221,...,771. (43)

Dimostrazione. Le (4.1) rappresentano un sistema di n equazioni, che per
il teorema del Dini sulle funzioni implicite (vedi Appendice F) & invertibile
poiché lo Jacobiano delle funzioni g%‘i’ i =1,...,n, coincide con ’Hessiano
della funzione X rispetto alle variabili x;, ¢ = 1,...,n, che, per ipotesi, ha
determinante non nullo. E, quindi, possibile esprimere le x;, i = 1,...,n, in

termini delle y;, j =1,...,n,
x; =xi(y1, - ,Yn), t=1,...,m. (4.4)

Si consideri la funzione Y definita dalla (4.2) e se ne calcolino le derivate

a 9 (pvp — X) = 21 + Ozy, — 0X Oz perle(a.1) .
Oy oy T T gy T oy T
oY
,L'Ii.zl,..., 5 4
=z o0 i n (4.5)
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queste ultime relazioni determinano la trasformazione inversa.
Per dimostrare il secondo punto si proceda nel modo seguente. La funzione
X dipenda anche da m parametri (a1, ..., q;). Le (4.1) implicano che anche
le y;, i = 1,...,n, sono funzioni delle o, 7 = 1,...,m e di conseguenza i
suddetti parametri sono presenti anche nella trasformazione inversa. Infine,
per dimostrare le (4.3) si calcolino esplicitamente le derivate di Y rispetto
alle aj, 7 =1,...,m,

S = e (@l )~ X(a(y:0). )
804]‘ Yk 8xk 8C¥j 8aj ’

e quindi per la (4.1),

oy __ox

=— =1,...,m,
Gaj 80@"]

che completa la dimostrazione del teorema.

4.1 Derivazione delle equazioni di Hamilton

Il passaggio dalle variabili lagrangiane a quelle hamiltoniane e la deriva-
zione delle equazioni di Hamilton a partire da quelle di Lagrange (3.15)
possono essere fatti utilizzando il teorema di Donkin, mediante la seguente
corrispondenza

X —L
(@1, @p) — (1,5 dn)
(Y1, syn) — (P15, Pn)
(ala"‘ 704m) —>(taQI7---aQn)

Y =zy, — X — H=pig — L,

dove H ¢ detta funzione di Hamilton o hamiltoniana del sistema S. Essa
¢ anche chiamata trasformata di Legendre della funzione di Lagrange. Le
(4.5) forniscono le equazioni di Hamilton per le ¢
dgi _ oA
dt N 8}91”
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Le equazioni per le p si ricavano dalle equazioni di Lagrange (3.15) che, per
la definizione dei momenti coniugati, si possono scrivere

— = i=1,...,n
dt 8(]17 3 s 1oy
e, quindi, per le (4.3), diventano
o OR -y n
i g Tl

Sempre dalle (4.3) si ricava infine relazione:
o _ o
ot o’
che sara utile nel seguito.

4.2 Conservazione dell’energia totale

Per quanto visto nel paragrafo precedente, le equazioni di Hamilton sono

dq; _ OH c

dqt_ap,-? i=1,...,n, e
dp; __ oH =1 ()
=50, t=1...n,

che vengono anche dette equazioni canoniche della meccanica. Nel caso di
sistemi a vincoli olonomi, lisci, bilaterali e fissi, sottoposti a sollecitazioni
attive conservative ', I’hamiltoniana # coincide con l’energia meccanica,
infatti per quanto trovato prima (vedi (3.16))

H:%Qi_EZK-FU,
94
inoltre, poiché in questo caso £ non dipende esplicitamente dal tempo, per
la (4.6), neanche H vi dipende. La conservazione dell’energia totale puo
essere mostrata anche sfruttando le equazioni canoniche, infatti calcolando
la derivata temporale totale della funzione di Hamilton si ha 2

dH(q,p) 87—[@ 87—[@ perle (4.7) OH OH B 67-[877-1
dt Og¢;dt  9p; dt  Ogq; Op; Op; Oqi
! questo risultato & vero per sistemi pit generali, vedi ad esempio Gantmacher, Lectures

in Analytical Mechanics

2pitt in generale per una hamiltoniana che dipende esplicitamente dal tempo si ha
dH _ 9H
dt T ot

=0.  (48)
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4.3 Le parentesi di Poisson

Siano f(q,p,t) e g(g,p,t) due funzioni sufficientemente regolari, si chiama
parentesi di Poisson di queste due funzioni, e si indica con {f, g}, la funzione
definita come segue

—~ (9f dg 09 Of
= — - = . 4.9
tha} ; (8%‘ Opi  0q; Op; (4.9)
Dalla precedente definizione ¢ immediato ricavare che

{ai,4} = {pispj} =0, {ai, 0} = —{pi, 4j} = 4. (4.10)

Le relazioni (4.10) sono dette parentesi di Poisson fondamentali.
Utilizzando le parentesi di Poisson si possono riscrivere le equazioni di Ha-
milton (4.7) in una forma che elimina l’apparente dissimmetria dovuta al
segno

{dz‘ = {a¢, M}, (4.11)

pi = {pla H}a

I'equivalenza delle precedenti con le (4.7) risulta evidente dalla definizione
(4.9).

4.4 Integrali primi del moto e proprieta delle pa-
rentesi di Poisson
E possibile caratterizzare gli integrali primi del moto tramite le parentesi di

Poisson. Si consideri, infatti, una generica funzione f(q,p,t) e se ne calcoli
la derivata temporale:

df af of . . of
% Z( 81)1)

da cui, utilizzando le equazioni di Hamilton (4.7), si ottiene

df _ 8f Z of OH  0f oA
dt a% 8pz api aQi

—t +{f, H}. (4.12)
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Dalla (4.12) segue immediatamente che una funzione f(q,p) (che non di-
pende esplicitamente dal tempo) & un integrale primo se e solo se la sua
parentesi di Poisson con ’hamiltoniana e nulla.

Dalla definizione segue che le parentesi di Poisson hanno le proprieta

{fg,h} = flg,h} + g{f b}
{f,{g9,h}} +{h,{f,9}} +{g,{h, f}} =0, identita di Jacobi.

Poiché uno spazio vettoriale su cui e definita un’operazione binaria antisim-
metrica, lineare e per cui valga l'identita di Jacobi & detto un’algebra di Lie,
lo spazio vettoriale delle funzioni regolari con 'operazione binaria definita
dalle parentesi di Poisson & un’algebra di Lie.

4.5 Trasformazioni canoniche

Abbiamo visto che in termini delle parentesi di Poisson le equazioni di
Hamilton si scrivono

dn = {an. H}, pn = {pn. H}.

Questa forma & di particolare utilita nella ricerca di trasformazioni delle
coordinate nello spazio delle fasi esteso {¢,p,t} che conservino la struttura
canonica delle equazioni di Hamilton.

Cominciamo cercando delle trasformazioni che conservino le parentesi di
Poisson. Sia data la trasformazione di variabili

@ = a4, (g p: 1),

Ph = Pr(a,p.t), (4.13)
" _

=t

differenziabile ed invertibile. Siano f(q,p,t) e g(g,p,t) due funzioni dotate
di derivate parziali. Se esse vengono espresse come funzioni delle nuove
variabili, si puo considerare la parentesi di Poisson di f e g rispetto a queste

"__ af dg of 0g

{f,9} = aq) 0p] Ol Oq]

Si vogliono trovare delle condizioni sulle trasformazioni (4.13), in modo che
esse conservino le parentesi di Poisson, vale a dire

{f,9Y" ={f. 9}

114



Definiamo la seguente trasformazione intermedia
G =an Py =D = Ph(e:ps).

Questo non & possibile se (4.13) ¢ una trasformazione arbitraria, infatti
affinché cio sia possibile ¢ e p” devono essere variabili indipendenti atte ad
individuare un punto dello spazio delle fasi. Questo accade se e solo se ¢” e
p sono esprimibili in funzione di esse, pertanto le equazioni
p'=p"(apt), a=ald"p" ")
con le seconde inverse delle (4.13), devono essere risolvibili le prime rispetto
alle p e le seconde rispetto alle ¢”. Allora per il teorema sulle funzioni
implicite, le matrici
Iqp, op},

Lhk = € th = —h
oqy
devono essere ovunque non singolari.
Ad esempio per la trasformazione

ah =DPh,  Dp = —qn

la trasformazione intermedia sarebbe

4 =aqn  Ph=—an,

e queste ultime variabili ovviamente non individuano in maniera non ambi-
gua i punti dello spazio delle fasi. Infatti, si ha

9an _ o\ Opy

= = 0.
oqp 7 Opr,

Definizione 7 La trasformazione (4.13) si dice trasversale se le variabili ¢
e p/ possono essere usate come coordinate dello spazio delle fasi.

Teorema 10 Sia data una trasformazione trasversale. Condizione neces-
saria e sufficiente affinché essa conservi le parentesi di Poisson ({f,g} =
{f,9}", Vf, g definite sullo spazio delle fasi esteso) é che esista una funzione
F:(q,p,t) = R, detta funzione generatrice, tale che

OF OF
" = —_— = A 7 h, = 1, ey .
Qh ap;j DPh 8(];1 n
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Dimostrazione. Consideriamo due Vf,g. Si ha 3

0 dg 0 dg 0 dg ot 0 dg 0
99 _ 09 Oay 09 Opi | 09 Ot _ O | 99 Op

, 4.14
b~ g0 0q, oprod, "ot oq  oan oprog, Y
~~ ~
=dpk =0
ricordando che
an = q,, pnr=Dpn(q,pt), t=1,
e per la stessa ragione
0 of 0
;. _ OF Opr, (4.15)
Oop),  Opy Op),
In maniera analoga si ottiene
0 Og Oq!
29 - 29 (4.16)
dq,, oq)l 9q,’
0 Of Oq! 0
—Jj _ 9/ Oa, + "j,, (4.17)
op;, oq)l O, " Ol

ricordando che

@ = @ (@ Pr V), D =ph, =1
Adesso, moltiplichiamo la (4.14) e la (4.16) per % e sommiamo su h, i
primi membri delle due nuove espressioni cosi ottenute sono uguali, quindi
dall’'uguaglianza dei secondi membri si ha

o7 (9, 00 on\ _ 05 oy oul s
dqn,

pn dpy, Oq, dpn, Oq} Oq),

Analogamente, moltiplicando ambo i membri di (4.15) e (4.17) per % e
h

sommando, si ottiene

g ( of  af aq”) 99 Of O (4.19)
dq '

o) " oq! dp,, | dq) dpr. Op),

3Con -2¢-si intende che la funzione g & prima espressa come funzione di (¢’,p’,t') e poi

g},
si varia ¢j, mantenendo costanti tutte le gj, con k # h, le p’ e t. Analogo ¢ il significato
di 29,
ap}!
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Adesso, si scrivano (4.18) (4.19) con f <> g

dg (Of  OFf Opx dg Of oq;
L L) = T S 2k 4.20
Opn (3% Opk 3q§l> Opn Oqy. Oq;, (4.20)
of [ 0g ~ 9g Oqj of g Op

1 /! + /! 56 = /! /k:7 (421)
dq, \ Op;  Oq Opj, dq;, Opy, Opy,

e si sottraggano la (4.18) dalla (4.20) e la (4.19) dalla (4.21), si ricava

_ Opi( Of 0g  Of Og g, ( 0f 0g  Of Og
- R{E2-28)-H(EE-28)

dq;, \ Opp, Opr Opy, Opp dq), Opn,  Opp Oq),
{f } _ O4i (Of 89 _ Of 9g \  Opx(O0f 99 _ Of 99
9 opy, \ 0q} 0q),  Oq) Oq, op, \ 0q) Opr, ~ Op Oq}) )’

che scambiando h <> k nei prodotti che contengono i fattori sottolineati
possono essere riscritte

Jdq;,  Oq, dq;, Opn Opp, Oq),
" oq! Oq!| of 0 0 of 0 of 0
{f’g} _ [k_h Of 09, Opn|OF 09 OF 09] () o

_ |9pk  Opn| Of Og  Ogqy|0f 09 Of Og

op),  Op, | Oqi dq;,  Opj, |0d) Opr,  Opn Oq|

Parte sufficiente Esiste F/(¢',p’,t') tale che: g;? = pn, gfg =q), Vh =
1,...,n, allora

opn 0*F _ Opy

Jq;, 0q,.0q;,  Oq),

o O*F _ 9q)

ap;, Op, 0p,.  Op,

8ph i 82F . 8q,Z

op, — Opldg, 0Oq),’

avendo sfruttato il Teorema di Schwarz sull’invertibilita dell’ordine di deri-

vazione.
Sostituendo questi risultati nelle (4.22), (4.23) si vede che i secondi membri

"
sono uguali, pertanto {f,g} = {f,g} .
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"
Parte necessaria Sia {f,g = {f,g} , Vf,g. Siprenda f = p}, g = qm,

poiché i primi membri di (4.22) e (4.23) sono uguali, deve essere

[apk - aph] o ), Odf [0_ ap} aqm]

dq;,  0q,. | Opn q), Opn, Oq).
Opn, apf 3qm
=0+ 0—
Opl [ Opn Oy

che puo essere riscritta

apz aph 8qk aC]m:
Opp \ Op,,  Oq), | Oq;

Essendo le matrici (8qm> e (8q’”) invertibili, ne viene che

dq;! aq;!
Opn_ Oy (4.24)
opl,  Oq), '

Si prendano, adesso, f = p; e g = pli., in maniera perfettamente analoga a
prima, si trova

[8pk 3171] W | 94y lapz ﬁpm] _0 Opn, lapz OPim, ]

dq;  Oqy | Opr ~ Oqy, | Oq) Opn opy. | Oq;, Opn,
e quindi, per la (4.24) e per 'invertibilita della matrice (%Z ’f:)
O _ Op. (4.25)
Oq;  Oq
Infine, prendendo f = ¢ e g = ¢}, si ottiene
O, _ Oy (4.26)

opl, O
Si consideri la forma differenziale
w = pi(d, 0, t)dgy, + g (d', 0 ') dpp.
le (4.24)—(4.26) implicano che w & esatta, pertanto esiste F'(¢, p’,t’) tale che:

or . OF _
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Vediamo, adesso, come si costruisce una trasformazione trasversale.
1. Si parte da una famiglia di funzioni di ¢

S:S(ql,...,qn,kl,...,k‘n,t)

ad n parametri ki,...,k,.
2. Si costruiscono le funzioni pf,...,p), di g, p,t risolvendo le equazioni
oS
PE = 75— )
3% |k=p’

928 :
Pertanto (W) deve essere ovunque non singolare.

3. Si definisce il sistema intermedio di coordinate
QG = Qs Py ' =11

e la funzione

4. Si definiscono le coordinate finali mediante le

oF

" /! / " /
= — = =1,

9k 8p;€ y  Prx = Pk

La trasformazione identica ha funzione generatrice
S = aqnkn,
F = ¢,
Consideriamo una trasformazione vicina a quella identica, vale a dire
F = qyp), +ef(d,p'. 1)
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con € parametro piccolo (cioe tale che €2 << ¢).
Si ha, allora

or o or

Dalla prima delle due espressioni precedenti segue

of(d',p',t)

/! /
Ph =Py =DPh — €
Jq),

Quindi la differenza tra le nuove coordinate (¢”,p”,t") e le vecchie (¢, p,t) &
di termini di ordine €, per cui

of(q,p',t") _ 0f(q,p,t)

_ of(d,p',t") _ 0f(g,p1t)
oq;, Oqn

ap), Opn

+ O(e),

+ O(e).
In definitiva, a meno di termini dell’ordine di €2, si ha
of of
/! !
Ph=Ph— €5 -(¢;p;t), g, =qn+e 4p,t),
h h aqh( ) h h 8ph( )

di modo che una funzione arbitraria f(q,p,t) genera una trasformazione in-
finitesima.

Definizione 8 Una trasformazione dalle coordinate (qp, pp,t) alle coordina-

"
te (q,py,t"), cont” =t, si dice canonica (univalente) se {f,g} = {f,g} ,
Vf,g sufficientemente regolari.

Mostreremo adesso che le trasformazioni canoniche mantengono la forma
delle equazioni di Hamilton. Lo faremo solo per le trasformazioni trasversali,
ma il risultato & generale.

Definiamo la seguente funzione sullo spazio delle fasi esteso

OF (¢, p',t)

/ /t/ —
G(va) ) 8t/

Teorema 9 Per ogni funzione f definita sullo spazio delle fasi esteso, si ha
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Dimostrazione Seguendo un procedimento del tutto simile a quello adot-
tato per ottenere le (4.14)—(4.17), si ha

of _ Of opy  Of _Of O*F  of L
of af a¢! af of 82F  Of
or = o or "o~ aqogr o @ @A),

da cui, dall’'uguaglianza dei secondi membri ed invertendo ’ordine di deri-
vazione nelle derivate seconde della F,

of B of ﬁ@ﬁ_@i@ﬁ of  Of 0G dp,  Of G Oqj,
ot N ot dqy Op),  Opy Oq, ot dq) Opy, Op;,  Opp Oq} Oq),
Py, _ 94,
ool of odi[of 06 of 0G| peraaan) 0f ra)
N ot th dq) Opn  Opn Oq), ot ’

Adesso, consideriamo la derivata di f lungo le soluzioni delle equazioni di
Hamilton, si ha

k= =)o o)

~ o {f’G+H}

Prendendo f = ¢}, p}, h=1,...,n, si ottiene
-1 ! " -1 /! "
a, = {Qh>G+H} y Pp = {ph,G‘i‘H} .
Pertanto, risulta dimostrato il seguente

Teorema 11 Le equazioni del moto nel nuovo sistema di coordinate hanno
anch’esse la forma di Hamilton con nuova hamiltoniana H' = H + G.
4.6 Equazione di Hamilton—Jacobi

Si puo cercare una trasformazione canonica per la quale la nuova hamilto-
niana sia identicamente nulla

H'=0
Se si trovasse, le nuove variabili sarebbero quindi delle costanti del moto

qy = cost, p,=cost, h=1,...,n.
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Si supponga che la trasformazione sia costruita seguendo i passi illustrati in
precedenza a partire dalla famiglia di funzioni

S(q,k,t).

Si fissi, per il momento, il valore dei parametri ki, ko, . . ., k, e sia 3 'insieme
dei punti dello spazio delle fasi esteso tali che

che ¢ quindi una superficie (n + 1)—dimensionale, rappresentata in Fig. 4.6,
il cui generico punto ha coordinate

Figura 4.1: Superficie X.

_os
qh?ph_ aqh’ )

rispetto al primo sistema di coordinate. Si noti che al variare di ki, ...k,
le corrispondenti superfici riempiono tutto lo spazio delle fasi esteso. Sulla
superficie X I’hamiltoniana ha ’espressione

oS a8
%:H(q17"'aqn587q17"'787qn?t)7
che si ottiene mediate la sostituzione p, — %, h=1,...,n, nell’espressio-

ne di H in funzione delle coordinate (g, p,t). Inoltre, poiché su 3
F(q,p',t') = S(q,k, 1),
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si ha anche
a=2
ot
Pertanto H” si annulla su X se la funzione S soddisfa I’equazione differenziale
alla derivate parziali

s aS . 95

H(le"'aQﬂaai(hr"?ai%? )+a_

0, (4.27)

che ¢ detta equazione di Hamilton—Jacobi. La funzione incognita e la S
e le variabili indipendenti sono qi,...,q, € t. Se si trova una famiglia
S(q1y. - qny k1, ... kn,t) (con (%{%) non singolare) di soluzioni di questa
equazione, si determina la funzione generatrice della trasformazione canoni-
ca per la quale H” = 0.

Il problema e che in generale questa equazione € molto piu difficile da risolve-
re delle equazioni di Hamilton. Comunque ’equazione di Hamilton—Jacobi
€ molto importante perché puo essere usata come anello di congiunzione tra
la meccanica classica e quella quantistica. Essa fornisce anche importanti
informazioni qualitative sui sistemi meccanici che non si possono trattare
analiticamente.

Nei casi in cui si riesce a trovare una soluzione S(qi, ..., qn, k1, ..., kn,t)
si possono ottenere famiglie di soluzioni delle equazioni di Hamilton di par-
tenza. Se X ¢ la superficie che corrisponde ad una particolare n—pla di valori
ki,...,ky, allora p) = p}, = kj, = cost su X. Le soluzioni (orbite) nel nuovo
sistema di coordinate sono date dalle

qy =cost, pp=cost, h=1,...,n,
quindi un’orbita che passa per un punto di ¥ giace su 2. Inoltre, le coordi-
nate ¢ di quest’orbita sono date da

F(d v .t k,t
P, h

e quindi, risolvendo il sistema

9S(q, k,t)

=cp,h=1,...,n, con cp,h=1,...,n costanti,
okp,

rispetto alle g si ottiene la famiglia di soluzioni cercate.

Esempio Oscillatore armonico.
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Si consideri un punto materiale di massa unitaria attaccato ad una molla di
costante elastica unitaria. Il punto materiale oscilli lungo una direzione che
chiamiamo x. La sua energia cinetica e potenziale sono

1 1
K= §q2, U= §q2, (con ¢=ux),
e quindi
1 1 oL
£ g —.2—— 2 = — = (
2(] 2(] , D EY q,
1 1 1 1
2 L2 2 _ L 2 2
H = pg—L=p GP + 50 =5+ 5

Scriviamo 'equazione di Hamilton—Jacobi

2
05, 05 1, 1(08\" 05
a5+ 5 = 21 +2<8q> T 0

Cerchiamo soluzioni del tipo

sostituendo nell’equazione di Hamilton—Jacobi si ottiene

2
1 oW ow:
2 dq ot
La funzione al primo membro dipende solo da ¢, quella a secondo membro

solo da t, allora deve aversi

8W2 =k = Wy = —kt + ¢1, con k e ¢; costanti,

@+ <8W1> = 2k.

In definitiva, si ha

S:/\/Qk—quq—kt.

Adesso, possiamo costruire la trasformazione seguendo i passi elencati in
precedenza. Le coordinate intermedie sono date da

1
= —(p*+q%).

q’—q,p— =V2%k—q=2k—q=p* k=< (p+Q) 5
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Dopo di che si definisce la funzione generatrice

P ) = Slakit) o = [V~ @R dd 't
k=p
t=1t

e quindi

"= 8F—/12d’—t——t—&—arcsin q
YT et NeT

1
p// _ p/zi(q2+p2),

da cui si vede che p” coincide con ’energia.
Nel caso in questione, lo spazio delle fasi esteso & (q,p,t), vale a dire R? ed
e facile risolvere le equazioni del moto, infatti

=P o ¢ =V2Esin(t+«)
. 2 :>{q_.p_ e p=+V2Ecos(t+ a)
=—q p=—q B
t=1
Le ultime sono le equazioni parametriche di una famiglia a due parametri,
FE, a, di eliche, di cui il primo e stato chiamato E perché %q2+%p2 =H=F.
Si introducano le seguenti coordinate polari
p=rcosfl, q=rsinb,

allora le orbite si esprimono pitt semplicemente come

r=v2E, 6O=t+a.

In termini di queste coordinate, le nuove variabili si scrivono

1
p’ = 57"2, ¢’ = —t + arcsin <q> =—t+t+a=aq,

N

e sono costanti, come previsto dalla teoria.
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Appendice A

Curve regolari

E intuitivo che un punto in moto in uno spazio &3 descrive una curva.
Da un punto di vista matematico, una curva & un insieme di punti v C &3,
detto sostegno della curva, dotato di una parametrizzazione continua:

P=P(t),tel=][a,b] CR,
con [ intervallo di R.
G

P(t)

r(t)

Figura A.1: Curva in R3.

Sottolineamo, quindi, che una curva non ¢ solo un sottoinsieme di R?, ma
e caratterizzata anche da una parametrizzazione. La variabile ¢ si chiama
parametro della curva. La parametrizzazione di una curva non € unica,
basta, infatti, considerare una funzione

o:ICR—1I,
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continua, invertibile e suriettiva, per ottenere una nuova parametrizzazione:

P(p(1)), T€l.

In generale una curva di £3 € sghemba, nel senso che non esiste un piano che
la contiene. Se invece il piano esiste, allora la curva, naturalmente, si dice
piana.

Fissato un riferimento {O, (e;)} = {O, z1,x2, 23}, ad ogni P €  si possono
associare le tre componenti del vettore P — O

xTrl = l’l(t),
To = Z‘Q(t),
x3 = x3(t),

queste equazioni si chiamano equazioni parametriche della curva data.

Esempio
x1 = Recosé,
vy = Rsing, ReRT £c]0,2n),
r3 = 0,

sono le equazioni parametriche della circonferenza di centro O e raggio R,
che giace nel piano Oz1xs.

Il vettore P(t+At)— P(t) si dice vettore secante alla curva nei punti P(t+At)

e P(t). Se esiste il lima¢—0 W e questo limite ha modulo finito e

diverso da zero, esso si chiama vettore tangente, v(t), alla curva in P(t).

Proprieta 27 Il vettore tangente v(t), se esiste, ha componenti v; = ;.

Definizione 10 Diremo che una curva ¢ regolare se

e lapplicazione P(t) é biunivoca da I a vy (talvolta questa condizione
o

non é richiesta e le curve che la soddisfano su I (insieme dei punti
interni di I) sono dette semplici),

e P(t) ha derivata prima continua e P(t) #0, VteI.
Definizione 11 Una curva si dice regolare a tratti (generalmente regolare)
se I si puo suddividere in un numero finito di intervalli su ciascuno dei quali

la curva sia regolare.
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Pt)

rt P+ A1)

Figura A.2: Vettore tangente ad una curva.

D’ora innanzi considereremo curve che siano almeno generalmente regolari.
Sul sostegno 7y si puo fissare un orientamento individuando il verso in cui si
muove il punto P al crescere del parametro t.

Fissato un punto O sulla curva, corrispondente ad un certo valore ty del

parametro, vediamo di assegnare una lunghezza agli archi OP(t), t > t.
Possiamo pensare di suddividere [to,t] in tanti sottointervallini di estremi
to<t1 <---<tp,=t,cont; —ti_1=At i=1,...,n e considerare la linea
spezzata individuata dai punti O, P(t1),..., P(t,). La lunghezza di questa
linea &

zn: \/[ﬂfl(tz‘) — w1 (tio)]? + [wa(ti) — @a(tia)]® + [wa(ts) — 2a(tin)]”
=1

At?

L’estremo superiore delle lunghezze che si ottengono al variare delle partizio-
ni finite dell’intervallo [tg, t], se esiste, € per definizione la lunghezza dell’arco
di curva considerato. Si puo dimostrare che la lunghezza degli archi di una
curva generalmente regolare esiste ed ¢ uguale al seguente integrale

! dx1\2 dro 2 dxa\2
dt L — ) dt Al
[V )+ (3) )
che ¢ il limite, per 'ampiezza della partizione che tende a zero, della somma

scritta sopra (vedi Pagani-Salsa vol. II). E facile dimostrare che a meno del
segno il suddetto integrale non dipende dalla parametrizzazione scelta per
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o Pt)

P(ts)

Figura A.3: Approssimazione di un arco di curva con una poligonale.

la curva. Se t < tg, la lunghezza sara data dall’opposto dell’integrale (A.1).
In generale la quantita

t dx dx dx
o= [ e (g (g, (A2)

che & positiva, negativa o nulla a seconda che ¢t > tg, t < tg o t = ¢y,
si chiama ascissa curvilinea di P e pu0 essere scelta come parametro della
curva. Infatti, avendosi

ds dry. 2 dzsy .\ 2 dzrs. 2
o (EN (B2 1 (B85
o R (o
la funzione (A.2) ¢ invertibile.
_dPdt

. . . dP 5
Se si sceglie s come parametro, il vettore tangente ;- = <7 9. avra modulo
unitario. La verifica di questa affermazione ¢ lasciata per esercizio.

Definizione 12 Una curva regolare si dice biregolare se P(t) é due volte
deriwabile con derivata seconda continua ed inoltre

P'(t) A P(t) # 0,

vale a dire che P'(t) e P(t) hanno entrambi modulo strettamente positivo e
non sono parallelt tra di loro.
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Definizione 13 Il piano « passante per P(t) e parallelo tanto a P(t) quanto
P(t) si chiama piano osculatore alla curva biregolare di sostegno v in P(t).
Esso non dipende dalla scelta che si fa per il parametro.

Scriviamo 'equazione di questo piano: si consideri il generico punto @) €
a, Q # P, (P(t),Q - P(t)) & un vettore applicato che giace su «, P(t)

e P(t) sono due vettori paralleli ad «, pertanto il vettore P(t) A P(t) &
ortogonale ad a.. Ne viene che () — P(t) ¢ ortogonale a P(t) A P(t) se e solo
se @ € a e quindi

[Q - P(t)} : [P(t) A P(t)] —0 (A.3)
e ’equazione cercata.

Figura A.4: Piano osculatore.

Si puo dimostrare che vale la

Proprieta 28 Il piano osculatore a v in P(t) é il piano limite per At — 0
del piano passante per P(t) e parallelo tanto a P(t) quanto a P(t + At) !

1Si noti che Pequazione del piano per P(t), parallelo sia a P(t) che a P(t + At) &
[Q - P(t)] : [P(t) AP(t+ At)] =0
e che
P(t) A P(t+ At) = P(t) A [P(t +At) — P(t)] = P(t) A [s'él(t + & Ae

+Zo (t + §2At)e2 + I3 (t + §3At)e3] At,
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Adesso, usiamo ’ascissa curvilinea s come parametro. Se t(s) € il vettore
tangente a 7 nel punto P(s), essendo t(s) di modulo unitario, avremo

d d
t(s) -t =1= —(t(s)-t =2—1t(s) -t =0
() 4(s) = 1 = - (4(s) - £(s)) = 25-t(s) - t(s) = 0,
che implica che il vettore %t(s) = %P(s) (che si mostra essere parallelo
ad «) ¢ ortogonale a t. La retta perpendicolare a t ed appartenente ad « si
dice normale principale alla curva nel punto P, vedi Figura A.4.

Definizione 14 L’angolo Ay tra t(s) e t(s+ As) si chiama angolo di con-
tingenza relativo all’arco di curva che va da P(s) a P(s+ As), vedi Figura
A.5. La curvatura k di vy in P(s) si definisce nel sequente modo

1 Ay
ki=—-:=1li —.
r T AsSo |As]

11 reciproco r della curvatura si chiama raggio di curvatura di v in P.

Pt 4+ At

Figura A.5: Angolo di contingenza.

dove si ¢ applicato il teorema della media di Lagrange ad ogni componente del vettore
P(t+ At) — P(t) (0 < &1,&2,83 < 1).
Adesso, sostituendo quest’ultima espressione nella equazione del suddetto piano, si trova

[Q - P(t)] : {P(t) A [il(t + & A e + Ea(t + E2At)es + E3(t + gg,m)eg} } -0,
che passando al limite per At — 0 restituisce I’equazione (A.3).
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Si noti che nel caso in cui la curva sia una circonferenza, il raggio di curvatura
coincide proprio con il raggio della circonferenza (1’angolo di contingenza, in
questo caso e uguale all’angolo al centro sotteso dall’arco di circonferenza
di lunghezza |As|). Si noti anche che se la curva ¢ una linea retta, essendo
Ay =0, la curvatura ¢ identicamente nulla.

Proprieta 29 La curvatura coincide con il modulo del vettore %.

Dimostrazione*
1 . Ap : Ap sinAp . sinAp
— = lim = 1
r o As—0 |As| AsS0 sin Ap |As| As—0 |As]

ed essendo sin Ap = [t(s + As) A t(s)], si ha

. |t(s+As) . |t(s+As) —t(s)
P A T Ay M) = fim As M)
dt dt

Proprieta 30 Detto n(s) il versore della normale principale orientato verso
la concavita della curva, si ha

dt 1

— =-n. A4

ds (A-4)
Dimostrazione*. Rimane da mostrare che % ed n(s) hanno lo stesso verso.
Poiché, per As sufficientemente piccolo, 'angolo tra P(s + As) — P(s) ed
n(s) non supera 3, si ha 0 < [P(s + As) — P(s)] - n(s), inoltre dal teorema
della media generalizzato ne viene

0< [P(s+ As) — P(s)] - n(s) = CZ)AH%?A +0(As?) | - n(s)
1dt
= |3 2.A5" + 0(As%)| -n(s)

da cui dividendo I'ultimo termine per As? e passando al limite per As che
tende a zero, segue quanto si voleva provare.

Definizione 15 Dicesi centro di curvatura di v in P il punto C := P+ rn,
mentre la circonferenza giacente su o che ha centro C' e raggio r si dice
circonferenza osculatrice a ~y in P.
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Figura A.6: Centro di curvatura.

Definizione 16 Si chiama binormale a v in P la normale ad o passante
per P.

Definizione 17 I riferimento ortonormale levogiro {P,t,n,b} con b =
t An si chiama triedro principale o di Frénet.

Poiché b(s) - t(s) = 0, derivando rispetto all’ascissa curvilinea si ottiene

_db
~ds

dt db 1 db
t+b =—-t+ -b(s) n(s) = —-t,
r

0 ‘ds  ds ds

da cui si deduce che % ¢ ortogonale a t. Inoltre %’ ¢ ortogonale a b,

pertanto 37 tale che
db
ds

mn  (terza formula di Frénet).

La funzione 7(s) prende il nome di torsione (si noti che, a differenza della
curvatura, puo essere anche negativa) e misura la velocita con cui varia il
piano osculatore lungo la curva, quindi il grado di scostamento di una curva
rispetto alla forma piana. Infine da n = b A t, derivando si ha

d 1 1
—n:Tn/\t—l—b/\fn:—Tb—ft,
ds T r

che ¢ la seconda formula di Frenét.
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Appendice B

Funzioni isotrope

Una funzione s, a valori scalari, che dipende dal vettore v & detta isotropa
se

s(v) = s(Qv), VQ ortogonale.

In questo caso s deve essere una funzione dell’unico scalare indipendente
invariante per trasformazioni ortogonali che si puo costruire usando il vettore
v, che ¢ v - v e quindi

s(v) =s(v-v).

Una funzione b, a valori vettoriali, che dipende dal vettore v ¢ detta isotropa
se

Qb(v) =b(Qv), YQ ortogonale.
Sia ¢ un vettore arbitrario, definiamo la funzione a valori scalari
F(v,c) =c-b(v).
Essa € una funzione isotropa di v e c, infatti
F(Qv,Qe) = Qe - b(Qv) = Qe - Qb(v)
=c- (Q'Qb(v)) =c-b(v).
I soli invarianti (rispetto alle trasformazioni ortogonali) scalari indipendenti

che si possono costruire a partire da v e ¢ sono: v-v,c-c e v-c. Inoltre I
e lineare in c, allora deve aversi

F(v,c)=ap(v-v)c-v,

e per 'arbitrarieta di c:
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Appendice C

Approfondimenti sui sistemi
di vettori e di geometria
delle masse

C.1 Equipollenza di due sistemi di vettori

Definizione 31 Due sistemi di vettori applicati {PA,VA}ZZ1 e {P’ vWB}gL:1
st dicono equivalenti se

R=R/ ¢My=M,, VO € &,

con R:=3%"_ vy eMg = S _(Pa — O) Ava, risultante e momento
risultante, rispetto al polo O, del primo sistema di vettori. Analogo é il
significato di R/ e M’O~.

Vale il seguente

Teorema 32 Condizione necessaria e sufficiente affinché due sistemi di
vettori applicati siano equivalenti & che abbiano lo stesso risultante ed esista
un punto O tale che M7 = Ml@'

(Parte necessaria) E evidente
(Parte sufficiente) I due sistemi di vettori abbiano lo stesso risultante ed
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esista O tale che Mg = M’67 allora considerato un VO, si ha

Mg =Y (Pa=O)Ava=) [(Pa—0)+(0-0)Ava
A=1 A=1
=Mg+(O0-0)AR=) (P5-0)Awp+(0-0)A> wg
B=1 B=1

RV 1
= MO'

Teorema 33 Il momento risultante di un sistema di vettori {PA,VA}Z:V
che ha risultante nullo, ¢ indipendente dal polo che si sceglie.
Dimostrazione Siano O ed O’ due punti qualsiasi, si ha

n n

Mg => (Pa=0)Ava= ) [(Pa—0)+(0—-0)Ava
A=1 A=1

=M+ (0 - 0') AR = M.
Definizione 34 5i dice coppia ogni sistema costituito da due vettori appli-

catt opposti: {(Pl,v), (Pg, —v) }

m, b e |v], che sono rispettivamente il piano che contiene i vettori, la distanza
tra le loro rette d’azione ed il loro modulo, si dicono piano, braccio ed
intensita della coppia.

Proprieta 35 Tutte e sole le coppie con uguali braccio per intensita, e piani
paralleli hanno momenti che sono uguali oppure opposti.

Proprieta 36 Un sistema di vettori applicati {PA, VA}ZZI e equivalente al
proprio risultante R, applicato in un punto O prefissato ad arbitrio, e ad
una coppia che ha come momento Mg.

Dimostrazione Infatti il risultante del sistema costituito da (O, R) e dalla
coppia ¢ R, ed il momento risultante dei due sistemi, rispetto ad O, ¢ lo
stesso, vale a dire Mg.

C.2 Assi d’inerzia

La geometria delle masse si occupa di tutto cio che ha a che fare con
baricentri e tensori d’inerzia.
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Corollario 1 (del teorema di Huygens) Se (G,e;) ¢ una terna centrale d’i-
nerzia allora (O,e;) é principale d’inerzia per tutti i punti O appartenenti
ad uno degli assi centrali.

Dimostrazione Dato un qualsiasi O € Gzs si ha
(Zo)ii = (Za)ij +m[(za, —25,)" i — (26, — 25,) (g, — 25,)]

e le componenti con i # j del secondo termine dell’espressione precedente
sono nulle poiché zg, = 25, = zg, = 25, = 0. Analogamente si procede
negli altri due casi.

Per determinare gli assi principali d’inerzia, in linea di principio, si prende
una terna solidale, si calcola, mediante la definizione, la matrice rappresen-
tativa del tensore d’inerzia rispetto alla terna scelta, e si risolve il problema
agli autovalori. Qualora pero il corpo presenti delle simmetrie materiali, il
problema risulta semplificato.

Ad esempio, si ha

1. a sia un asse di simmetria per un sistema S di punti materiali rigida-
mente vincolati !, allora a & un asse centrale d’inerzia;

2. 7 sia un piano di simmetria per un sistema S di punti materiali rigi-
damente vincolati, allora esso € un piano principale d’inerzia per ogni
suo punto (v. Rionero, Romano o Siboni).

Risultati analoghi valgono anche per i corpi estesi.

1 . . . . . . 1. PERTRN
si sta considerando un sistema di punti materiali solo per semplicita
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Appendice D

Le leggi di Keplero

In questa appendice dimostreremo la validita delle tre leggi di Keplero. Co-
me abbiamo detto un riferimento con origine O nel centro del Sole (S) ed assi
di direzione immutabile rispetto alle stelle fisse puo considerarsi con buona
approssimazione inerziale. In questo sistema di riferimento, ’equazione del
moto di un pianeta P del sistema solare!, trascurando le forze che gli altri
pianeti esercitano su di esso, si scrive

ma = Fpg(r) = f<p>§,

dove m ¢ la massa del pianeta, r il vettore posizione del pianeta, p = |r| ed
flp) = —kp%, con k =Gm M, M essendo la massa del Sole e G la costante
di attrazione universale.

Un primo risultato significativo, valido per tutte le forze centrali, & dato
dalla seguente

Proprieta 37 La traiettoria di un punto materiale libero soggetto ad una
forza centrale é contenuta nel piano, passante per il centro, individuato dalla
posizione e dalla velocita iniziali (piano di Laplace). Inoltre, in questo moto
piano ¢ costante la velocita areale di P intorno ad O (2* legge di Keplero?).

Dimostrazione Il momento Mo = r A f(r), rispetto al centro di forza O
di una forza centrale, essendo r ed f paralleli, ¢ nullo. Dalla seconda forma
della seconda equazione cardinale segue che il momento angolare si conserva,

1 Sole ed i pianeti sono schematizzati mediante punti materiali

2Seconda legge di Keplero, o legge delle aree uguali: Durante il moto di un punto
materiale in un campo centrale, il raggio vettore congiungente il centro del campo con la
posizione del punto spazza aree uguali in tempi uguali.
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ovvero
Lo =rAmv=rgAmvg. (D.1)

Questo implica che i vettori r e v sono contenuti nel piano 7w passante per
O ed ortogonale al vettore costante Lo, che & individuato dai dati iniziali
ro e v (se questi sono paralleli il moto avviene lungo una retta).
Prendiamo adesso il piano Oxy coincidente con il piano del moto. Sia
r = (2,9,0)7 e v = (4,9,0)T, I'unica componente non nulla di Lo ¢ la
componente z, che ¢ data da

Ty — Y = cost.

Da cui si otteniene la costanza della velocita areale.
Se nel piano 7 si adottano le coordinate polari (p, ¢) di centro O ed asse
polare Ox, allora I’equazione del moto diventa

d
m| (7 — pp°)e, + ;dt (P*les| = flp)ep, (B2

che ¢ equivalente alle seguenti equazioni scalari

m(p = pg?) = f(p), (D-3)
P2 = cost =: c, (D.4)

la seconda delle quali conferma, in coordinate polari, la costanza della velo-
cita areale, pertanto ¢ € R viene detta costante delle aree. La seconda equa-
zione ci dice anche che ¢ & costante in segno, quindi la funzione ¢ = p(t)
risulta invertibile e ¢ puo essere presa come variabile indipendente al posto
del tempo t.

Per determinare l’equazione della traiettoria p = p(p) (vale a dire un’e-
quazione differenziale nell’incognita p = p(¢)), a partire dalle equazioni del
moto, troviamo una formula che esprima 1’accelerazione radiale del punto
materiale in termini della funzione p = p(¢) e delle sue derivate. Si ha

. dp . c dp d /1
_r,_ =2 _ 2 D5
P= 0P Fdo cd(p<p), (D.5)

. dp . c dp 2 d? /1
dp™  p*dp  prde*\p
Sostituendo questo risultato nella (D.3), si ottiene
d? /1 1 P> k 1
dp? (p) + p chf(,O) me2 T p (D7)
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La precedente & ’equazione del moto di un oscillatore armonico forzato, con
forzante costante uguale ad %, il cui integrale generale ¢

1 1
—=Acos(p—9)+—, (A>0).
P (¢ —9) . ( )

Pertanto I’equazione della traiettoria e

P A Amc?
= , con e:=Ap= ,
1+ ecos(p — @) P k

p (D.8)

che a seconda che e sia minore, uguale o maggiore di 1 & 'equazione di
un’ellisse, di una parabola o di un ramo di un’iperbole, tutte con fuoco in
0.

Infatti, fissata, nel piano Ozy, una retta a che non passi per O, si dice conica
v il luogo dei punti del piano tali che il rapporto tra la distanza (| X — O|) del
generico punto X € « dal punto O e dalla retta a (|X — A| con A proiezione
ortogonale di X su a) sia uguale ad una costante e:

x-ol _,
X -4~

La retta a & detta direttrice, il punto O & detto fuoco ed il numero positivo e
e detto eccentricita. La retta a divide il piano 7 in due semipiani m; e 79, sia
71 quello contenente O. Poniamo p = |X — O| e d = |H — O| (H proiezione

di O su a), si ottiene
p

7]X—A|:e‘
Vale a dire
e = P —, Se XE’)’ﬂT('l,
d— pcos(p — ¢)
e = P se X €yNma.

pcos(p — @) —d’

Una conica ha quindi due rami rispettivamente di equazioni

_ p
po= 1+ecos(p — @)’
p = P
ecos(p—p) — 1’
con p := de, comunque, si vede subito che il secondo ramo ha punti reali

solo nel caso dell’iperbole (e > 1). Vista la definizione, le coniche risultano
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Figura D.1: Conica

Figura D.2: Significato di p
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simmetriche rispetto alla retta r perpendicolare alla direttrice e passante per
il fuoco, che & quindi un asse di simmetria ed ha equazione ¢ = PV = p+.
Vediamo qual & il significato geometrico di p, considerando solo il primo
ramo, che rappresenta la traiettoria trovata. Per ¢ = ¢+ 7, si ha p = p, che
quindi rappresenta la semilunghezza del segmento individuato dalla conica
sulla retta per O che € ortogonale all’asse di simmetria.

Inoltre sempre relativamente al primo ramo, si ha che

e se e < 1, per tutti i valori di ¢ si hanno punti reali. In particolare p
risulta compreso tra un valore minimo, che si ottiene per ¢ = ¢

p
+e

Pmin = 1 (Dg)

e corrisponde al perielio (punto di minima distanza dal Sole) dell’or-
bita, ed un valore massimo ottenuto per p =@ £ 7

Pmazx = 1 Pi o’ (DlO)

che corrisponde all’afelio (punto di massima distanza dal Sole);

e se e = 1 si ha invece

pmin=p(®) =2, lim_p=oc;
mn 27 pSekm ’

e se infine e > 1, la distanza del perielio ¢ ancora data da l%ie, mentre
per ¢ = ¢+ &, con a = arccos(—%), si ottiene p = co. Le semirette
aventi questi angoli sono asintoti.

I1 valore dell’eccentricita della traiettoria ¢ determinato dai valori iniziali dei
vettori posizione e velocita. Infatti, ricordando che

) . 1y’ c
v = pe, + ppe, = —c(;) e, + —€,

p
e che
1 1 1y/ e
—=—(14ecos(p—19p)), (7> = ——sin(p —p),
P pl ( ) P oS )
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per 'energia meccanica, che & una costante del moto, si ha

1 k 1 c2e?
E=&E = = 2 =T —sin?(p—7
0 5V P 2m[ 7 sin (¢ —9)
2 k
C —\\2 —
+ ];(1+6COS(<P—90)) ] - 5(14'6005(@—@))
1 c2e? n c? 4o c? ( 7)
= —-m|— + — e— cos (p —
2 | pr  p? p? vo¥
m c? ( ) mc?
— e cos(p—p) —
p? p?
Imec* ,
= 5 pg (6 _1)

Pertanto si puo concludere che la traiettoria di P & un’ellisse, una parabola
od un’iperbole a seconda che ’energia meccanica iniziale ¢ minore, uguale o
maggiore di 0.

Adesso vogliamo trovare I’equazione canonica di una conica in coordinate
cartesiane. Partiamo dalle espressioni delle coordinate del punto materiale
P rispetto ad un riferimento {Ozy} con asse = coincidente con lasse di
simmetria:

_ _d
T = 1+edc€os¢ COSlﬁ,
Y= T sing, b= -P.
Quadrando le due espressioni precedenti e sommandole si ottiene
d%e?
(1+ecost))?’

mentre dall’espressione per la z si ricava

224 ? =

X

cosy =
p—ex

che sostituita nella precedente fornisce
(1 —e>)z? + 2pex + > = p°.

Se e = 1, si ha I’equazione di una parabola con asse ’asse x. Se invece e # 1,
la precedente espressione, con il metodo del completamento del quadrato, si
riscrive

pe \2 y p p’e?
(x + ) = ,
1—e2 1—-€e2 (1—¢2)?



==~

Figura D.3: Orbita di un pianeta

che mediante una traslazione lungo ’asse x si puo porre nella forma canonica

da cul si trova che

N S
= -
2 2 2 2
x y R
o) + b—2_1, see<1, a—2—b—2—1, se e > 1.

Come volevasi dimostrare, si ottiene quindi I’equazione di un’ellisse o di
un’iperbole (in forma canonica) a seconda che 'eccentricita sia minore o
maggiore di 1.

Il legame tra le lunghezze a e b dei semiassi di un’ellisse e le quantita p ed e si
pud trovare anche direttamente per via geometrica. Indichiamo con A ed A’
rispettivamente il punto di minima distanza (perielio) e di quello massima
distanza (afelio) dal Sole, questi si trovano per ¢ = 0 e per ¥ = 7, pertanto
si ha

FA =2 |Fpa=-2_
1+e 1-
Da cui segue
p
= |A'A|)2 = .
a=|4A)/2= 2

Per trovare b, abbiamo bisogno di determinare |F'B| e |F'C|. Per la prima
di queste lunghezze si ha

p P _ _pe

—e2 1+e 1-—¢€%

|FC|=a— |FA| = 1
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Per quanto riguarda la seconda lunghezza, notiamo che essendo B un punto
dell’ellisse, deve aversi

|[FB|
|BD'|
Per |BD'| si ha
pe p pe p
BD'|=|FD FC|=d == = .
| | = FDI+]FC] etz e(l —e?)

Allora si trova

|FB|=e|BD'| = —2
1—e2

e quindi, in definitiva,

p2

1—e2’

> = |FB|* - |FC|* =

Adesso, dimostriamo la terza legge di Keplero. Il periodo di rivoluzione di
un pianeta attorno al Sole, essendo la sua velocita areale costante ¢ dato da

A 2mabd

p_A_2ma ’

A c
essendo A 'area spazzata dal raggio vettore del pianeta in un giro attorno
al Sole ed A la sua velocita areale. Pertanto per il rapporto tra 72 ed a® si
ottiene

T  4m?a®h? _ 471'2£ 2P g2 ™ 472

a3 2a3 ac? c2 k- MG’
da cui si evince che il suddetto rapporto € lo stesso per tutti i pianeti.

Concludiamo ripercorrendo il ragionamento mediante il quale Newton trovo
la sua legge di attrazione gravitazionale. Per I'accelerazione radiale si ha

Vi
A1 c?
a,=——=|~-] — =,
AV P

che, notando che (%)H =—2cos(p—9) = — %, diventa
2 3
c“al 5 a’ 1
ap:—bT?:—é‘:ﬂ' ﬁ?

Poiché la causa di accelerazione dei pianeti deve essere il Sole in quanto
. N . . . 3
I’accelerazione e diretta verso di esso, ne viene che la costante 47r2% deve
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dipendere solo dal Sole e dal pianeta considerato. Ma per la terza legge
di Keplero il rapporto %—2 e lo stesso per tutti i pianeti, si conclude che la
costante 4%2%—2 =: G g dipende solo dal Sole.

Allora, per 'accelerazione apg del pianeta prodotta dalla presenza del Sole

si ha, in definitiva

pP-S
aps = —Gs—5—.
p
Pertanto il Sole esercita sul pianeta la forza
pP-5
FPS = —GsmT

Poiché i satelliti attorno ai pianeti (come ad esempio la Luna attorno alla
Terra) seguono leggi di moto abbastanza simili a quelle dei pianeti intorno
al Sole, Newton ritenne che la precedente forza avesse carattere universale,
vale a dire si esercitasse tra due punti materiali qualsiasi (attrazione o gra-
vitazione universale) e quindi fosse anche responsabile del peso dei corpi in
prossimita della Terra®. Secondo questa intuizione il pianeta deve esercitare
una forza sul Sole data da

S—P

Ma, per la legge di azione e reazione, deve aversi Fgp = —F pg e quindi
G pM = G,gm.
Data 1'universalita dell’interazione, P ed S possono essere due punti mate-

riali qualsiasi e la precedente implica allora che

Gr_Gs
mp mgs

dove G ¢ una costante universale, detta costante di attrazione universale.

3Newton immagino che la Terra avesse una piccola Luna che le orbitasse intorno sfio-
randola. Che velocita avrebbe avuto? Poiché il rapporto %32 ¢ lo stesso per tutti i corpi
in moto attorno alla Terra, esso si puo ottenere dai dati che si conoscono per il moto
della vera Luna. Conoscendo a per la piccola Luna, si ricava che essa impiegherebbe circa
un’ora e mezza a compiere un giro. Si trova poi la sua velocita e la sua accelerazione che,

in modulo, sarebbe
2

v 2
a=— ~9.8m/s",
r

che & la stessa con cui i corpi cadono sulla Terra! Non puo essere un caso, pensd Newton:
la causa che fa cadere i corpi sulla Terra ¢ la stessa di quella che fa ruotare i pianeti attorno
al Sole. Grazie a questa conclusione Netwon elimino la separazione tra Cielo e Terra di
Aristotele!
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Appendice E

Moti per inerzia

Si chiamano moti per inerzia di un solido S con un punto fisso O privo di
attrito tutti i possibili moti rigidi sferici che avvengono sotto 1’azione di un
sistema di forze attive il cui momento risultante rispetto al polo O ¢& nullo,

)

a . . . . < . .
ovVVero M(O = 0. L’equazione di un moto per inerzia e quindi

Lo =0,
da cui si ricava
Lo =LY, (E.1)

con Lg)) valore iniziale del momento della quantita di moto. Quindi, du-

rante un qualsiasi moto per inerzia di S, il vettore Lo si mantiene costante
(rispetto al riferimento fisso in cui si studia il moto).

Un’altra quantita che si conserva e ’energia cinetica, infatti dal teorema
delle forze vive, si ha

K =p© ZVo-R(e)%—w'M(Oe) —0,
poiché vp =0 e Mg) =0.

Nei moti per inerzia, le equazioni di Eulero per le componenti della velocita
angolare rispetto ad una base principale, si scrivono

B¢ —(C—A)rp =0, (E.2)

che costituiscono quindi un sistema di tre equazioni differenziali del primo
ordine in forma normale, nelle tre sole incognite p, q ed r, risolvibili senza
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accoppiarle alle (1.20). La risoluzione di queste equazioni diventa semplice
se almeno due dei tre momenti principali d’inerzia sono uguali. Si ha infatti

e Caso 1: Si supponga che due dei momenti principali di inerzia del
corpo rigido S relativi al punto O, ad esempio A e B, siano uguali,
cioe che S sia a struttura giroscopica rispetto ad O. ! In tal caso si
ha

Lo = A(pe; + qe2) + Cres,

con (ei)?zl autodirezioni principali d’inerzia, da cui

n _ 1L C
per QGQ—A o ATGB’

che sostituita nell’espressione della velocita angolare fornisce

1 A-C
ZL()"‘ A

W = p€1 + g€ + Tr€3 = T€3.

Inoltre, la terza delle equazioni di Eulero si riduce a
Cr=0, =r =),

Ne viene che nei moti per inerzia di S la velocita angolare ¢ data da

A-C o),

1
il v 5.

(0)
ato +

w =

1Un corpo rigido S si dice a struttura giroscopica rispetto ad un punto O, ad esso
appartenente o solidale, se il suo ellissoide di inerzia, relativo a tale punto, ¢ rotondo.
Ricordiamo anche che si definisce ellissoide d’inerzia di S relativo al punto O il luogo dei
punti P che soddisfano I’equazione (P — O) - Zo(P — O) = 1.
In un riferimento principale d’inerzia, avendosi

! ! 7
(P — O) = T1€1 —+ To€o + T3€3

A 0 O
( Zo)wy )=| 0 B 0 |, (E.3)
0o o ¢C

con {€}, €5, €5} base principale d’inerzia, I’equazione dell’ellissoide &

A 0 0 x} , , ,
1= (z},25,2z3)[ 0 B 0 ay | = A(x1)” + B(ah)" + C(x3)"
0o 0o C x5

Pertanto 1/v/A, 1/v/B e 1/v/C sono le lunghezze dei semiassi dell’ellissoide.

152



Con cio si ¢ mostrato che essa ¢ la somma di due vettori, di cui il
primo & costante nello spazio del moto ed il secondo & costante nello
spazio solidale. Pertanto, il moto € una precessione regolare, che ha
per asse di figura l'asse di rivoluzione dell’ellissoide d’inerzia, e per
asse di precessione quello passante anch’esso per O e parallelo ad Lg)).

e Caso 2: Si supponga che i momenti principali di inerzia relativi ad O,
siano tutti uguali tra loro, vale a dire che I’ellissoide di inerzia sia una
sfera. Sotto questa ipotesi, il momento angolare si riduce a

Lo = A(pe1 + ge2 + re3) = Aw.
Considerando allora la (E.1), si ricava che w = %L(OO ), quindi la velocita
angolare & costante. Si conclude che se l’ellissoide d’inerzia é una
sfera, i moti per inerzia sono rotatori uniformi e l’asse di rotazione é
determinato dalla direzione iniziale della velocita angolare.

Rotazioni permanenti

Una particolare classe di moti per inerzia & quella delle rotazioni permanenti,
vale a dire quella dei moti rotatori uniformi. Si ricordi che se la velocita
angolare w & costante nel riferimento fisso {O, x1, z2,x3} lo & anche in quello
{0, 2], 245,24} principale d’inerzia solidale al corpo e viceversa. Pertanto
per determinare le rotazioni permanenti occorre imporre che p, ¢ ed r siano
costanti, in tal caso le equazioni di Eulero si riducono al sistema algebrico

(B—C)qr =0,
(C—=Arp=0, (E.4)
(A= B)pg=0

Si distinguono i seguenti casi:

e Caso 1: A # B # C. Nelllipotesi che i momenti principali di inerzia
siano diversi fra loro, il sistema (E.4) & equivalente al sistema

qr =0,
rp =0,
pq =0,
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che ¢ soddisfatto se e solo se due delle costanti p, ¢ ed r sono nulle (se
p=q=r =01l corpo ¢ in quiete). Dunque le soluzioni sono del tipo

P = po, q=0 r =0,
p=0, q = qo, r =0,
p 07 q=2V, r =T,

con pg, qo ed ro costanti arbitrarie. A queste soluzioni corrispondono
rotazioni uniformi intorno ad uno dei tre assi principali di inerzia.

Caso 2: A = B # (. Se due momenti principali di inerzia sono uguali,
ed il terzo e diverso, si ha che la terza equazione del sistema (E.4)
¢ sempre soddisfatta mentre, affinché siano soddisfatte le altre due,
occorre e basta che sia verificato uno dei seguenti due casi

a cui corrispondono rotazioni uniformi intorno ad assi principali di
inerzia relativi ad O. Infatti, quando A = B # C sono assi principali di
inerzia relativi ad O sia I’asse Oz che tutte le rette ad esso ortogonali
passanti per O 2.

Caso 3: A = B = (C. Se i momenti principali di inerzia sono tutti
uguali tra loro, il sistema (E.4) ¢ identicamente soddisfatto da ogni
terna

p = Ppo, q = qo, r=To,

con pg, qo € o costanti arbitrarie. Ad ognuna di queste corrisponde
una rotazione uniforme intorno ad uno degli assi principali di inerzia
per O, che, essendo ’ellissoide d’inerzia una sfera, sono infatti infiniti
e sono tutti gli assi per O.

Dall’analisi precedente segue immediatamente la seguente

Proprieta 38 Tra i moti per inerzia di un solido con un punto fisso O
privo di attrito, le rotazioni permanenti possono avvenire solo intorno agli
assi principali di inerzia per O.

2Infatti se v & ortogonale ad Oz}, allora v = vi€} + vheh e

To(v) = Zo(viel + voeh) = Avie] + Aviey = Av.
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Si noti che, essendo il sistema (E.2) in forma normale, il teorema di esistenza
e unicita per tali sistemi assicura che esso ammette una ed una sola soluzione
che soddisfa le condizioni iniziali

p(to) =po,  q(to) =qo, r(to) =70 ,

con pg, qo ed Ty costanti arbitrarie. Allora, se si imprime inizialmente una
rotazione attorno ad un asse principale di inerzia, necessariamente il moto
sara una rotazione uniforme attorno a quell’asse.

Giroscopio

Definizione 18 5% definisce giroscopio un solido a struttura giroscopica ri-
spetto al baricentro, ovvero un solido il cui tensore centrale di inerzia Lq
ha un autovalore semplice ed uno doppio, ad esempio C semplice ed A = B.
L’asse di rotazione dell’ellissoide centrale di inerzia é inoltre detto asse
giroscopico.

Proprieta 39 Un giroscopio € a struttura giroscopica rispetto ad ogni punto
del suo asse giroscopico T.

Dimostrazione. Basta dimostrare che dato un YO € r, un qualsiasi vettore
u ortogonale ad r & autovettore del tensore d’inerzia Z corrispondente allo
stesso autovalore. Sfruttando il teorema di Huygens, possiamo scrivere

Zo(u) = Zg(u)+m{lG—-OPI-[(G~0)® (G~ O0)}(u)
= A+ m|G-0P)u+m(G-0)G—-0) u=\+m|G -0 )u,

e A, autovalore di u, ¢ lo stesso per Vu ortogonale ad r, perché ’ellissoide
centrale d’inerzia & rotondo attorno ad r.

Per quanto visto all’inizio di questa Appendice, vale la seguente

Proprieta 40 Ogni moto per inerzia di un giroscopio con polo un pun-
to dell’asse giroscopico é una precessione regolare, avente l’asse giroscopico
come asse di figura.

Giroscopio pesante

In meccanica terrestre si definisce giroscopio pesante ogni giroscopio S fis-
sato in un punto qualsiasi O del suo asse giroscopico e soggetto soltanto al
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Figura E.1: Un giroscopio costituito da un disco metallico, omogeneo, mas-
siccio, collegato ortogonalmente, nel suo centro O, ad un asse, i cui estremi
sono liberamente imperniati nei punti A ed A’ diametralmente opposti di
un anello metallico, il quale e, a sua volta, liberamente girevole attorno al
suo diametro ortogonale ad AA’, in quanto gli estremi B, B’ di questo se-
condo diametro sono imperniati in una forcella semicircolare; la forcella &
resa liberamente girevole attorno al suo asse dall’inserzione a manicotto del
suo piede in una base solida che ¢ appoggiata ad un tavolo orizzontale (vedi
Amaldi, Levi-Civita).
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Figura E.2: Trottola.

suo peso p = mg. >

L’esempio piu noto di giroscopio pesante e quello di una trottola posta come
in figura E.2. Si prenda il punto fisso O come origine comune del sistema
di riferimento fisso {O, x1,z2,z3}, che ¢ solidale alla Terra e con asse Oz
verticale ascendente, e di quello solidale al corpo rigido {O, 2}, 25, 24 }. Sia
inoltre quest’ultimo un riferimento principale d’inerzia con l'asse Oz’ coin-
cidente con ’asse giroscopico. Si noti che, essendo la forza peso equivalente
ad un’unica forza applicata nel baricentro del corpo, che si trova sull’asse
giroscopico, la proiezione del momento delle forze attive sull’asse giroscopico
e nulla, infatti

poiché, essendo (G — O) parallelo ad €3, versore dell’asse giroscopico, i tre
vettori che compaiono nel prodotto misto sono complanari. Si stanno inoltre
trascurando le forze centrifughe composte e la precessione dell’asse terrestre.
Si puo dimostrare che, in assenza di attrito, il moto di un giroscopio pesante

311 peso di un corpo, come abbiamo visto nelle Esercitazioni, ¢ il risultante della forza
di attrazione gravitazionale esercitata su di esso dalla Terra e della forza di trascinamento
che si manifesta in un sistema di riferimento terrestre a causa del moto di rotazione della
Terra rispetto al riferimento con origine nel centro della Terra ed assi diretti verso le stelle
fisse. Si dimostra che, se un corpo non & troppo esteso, il peso ¢ equivalente ad un’unica
forza mg, con g accelerazione di gravita applicata nel baricentro di S.
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e, per opportune condizioni iniziali e con buona approssimazione, un moto
di precessione.
Per dimostrarlo si cominci ricordando la terza equazione di Eulero data da

Cr—(A—A)pqg = M(ai

da cui segue
r=To,

con ro valore di r all’istante iniziale. Il momento della quantita di moto,
decomposto rispetto alla base solidale & quindi

Lo = Aper + Agea + Croes.

Inoltre, se all’istante iniziale la velocita angolare che si imprime al giroscopio
¢ parallela al suo asse, le funzioni p = p(t) e ¢ = ¢(t) sono nulle a tale istante,
e poiché sono funzioni continue, non potranno assumere in tempi brevi valori
molto elevati. Pertanto, scelto un istante di tempo 7 > 0 e definito

Aq
C
sara possibile determinare un valore di 7 sufficientemente piccolo da garanti-
re che || > Q, a patto di imprimere una velocitd angolare iniziale elevata.
L’esistenza del precedente massimo ¢ garantita dal teorema di Weierstrass,

avendosi a che fare con funzioni continue definite su un intervallo compatto.
Pertanto, per il momento angolare si ha

A
Q= mazc) 1 {‘C%)

)

A A
Lo =Crg (C?“poel + 07;]062 + 63) ~ Crypes,

poiché nell’intervallo di tempo [0, 7] si ha

Ap

<2y
Crg '

Q
< —<K1, >
o

=70

Crg

'Aq

Derivando Lo rispetto al tempo e sostituendo nella seconda equazione car-
dinale, si ottiene

. a 1 a
Lo ~ CTO%Q} = M(O) = ieg = 71\/-[(0)?
0

si noti che questa equazione e valida in generale per un giroscopio fissato in
un punto qualsiasi del suo asse giroscopico e a cui sia stata impressa una
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velocita angolare iniziale molto grande nella direzione dell’asse giroscopico.
Essa mostra come per cambiare la direzione dell’asse sia necessario un mo-
mento delle forze attive molto grande (questa proprieta prende il nome di
tenacia degli assi in rapida rotazione), e mostra anche come, qualora appun-
to il momento delle forze esterne attive non sia trascurabile, la variazione
della direzione dell’asse giroscopico risulti, istante per istante, parallela al

momento delle forze e non alle forze stesse (tendenza al parallelismo). 4
Nel caso della trottola la seconda equazione cardinale diventa
d
Cm%e;; =CrowANes=(G—0)Amg=—-mgA|G— Oles,
= (Crow — m|G — Olges) N ez =0,
con g = |g| ed essendo g = —ges. Ne viene che il vettore (Crow — m|G —

O|g e3) deve essere parallelo ad €3, cioé deve esistere A (eventualmente nullo)
tale che

(Crow —m|G — Olges) = \es,

da cul si trova G0 \
m|G — Ol|g
= —— €3. E.5
“ C?“() 3 + CT() €3 ( )

Mostriamo che ’angolo 6 tra €3 ed es € costante nel tempo, si ha infatti

icosé’—ie e3 — Me +Le Nez-e3 =0
dt Tdt T Crg 3 Crg 3 3oE e

Adesso ricaviamo A, moltiplicando ambo i membri della (E.5) scalarmente
per €3, si ha

m\G—O|ge N A .
C’r’o 3 CTQ 3]

o — €3 W = €3

da cui si trova

X = C(rg)? — mg|G — Olcosby.

4La tenacia dell’asse giroscopico ¢ sfruttata nella stabilizzazione degli aerei, delle navi,
dei razzi, dei satelliti ed anche per il controllo dell’orientazione orizzontale o verticale di
molti smartphone e tablet di ultima generazione, all’interno dei quali si trovano particolari
giroscopi elettronici, che consentono di utilizzarli, grazie ad applicazioni dedicate, come
livelle da muratori, teodoliti od anche in videogiochi a controllo tridimensionale
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L’espressione della velocita angolare € in definitiva

w = mg|§'r0_0|e3 + (7“0 — WOOS‘%) €3. (E.6)

Essa € quindi la somma di un vettore costante nello spazio terrestre e di
uno costante nello spazio solidale alla trottola. II moto della trottola &
quindi una precessione regolare con asse di figura quello giroscopico ed asse
di precessione l’asse verticale. Nella realta il moto di precessione non e
mantenuto indefinitamente a causa della presenza dell’attrito che dissipa
energia meccanica.
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Appendice F

Funzioni implicite e forme
differenziali

Sia D C R™™™ un aperto e sia
f:D—R™ f=(fi,...,fm) confeCYD).
Siano x = (z1,...,2n) ER", y = (y1,...,ym) € R™, f =f(x,y) e

N of1
0x1 T OTn

V.f = ’ (F.1)
Ofm Ofm
Ox1 T Oxn
9f of1
8y1 e 8y7n

Vyf = . (F.2)
B o o

Teorema 12 (Teorema del Dini') Supponiamo che in (Z1,...,Zn, Y1, - - Jm) €

D siano verificate le condizioni

1L £f(Z1,...,Zn,01,...,9m) =0, |Vyf|(x,¥)#0.

Allora esiste un insieme R =1 x J C D, con I e J aperti rispettivamente
di R™ ed R™ e (X,y) € R, tale che Vx € I, 31y € J in corrispondenza del
quale

f(x,y)=0.

!Per la dimostrazione si veda Giusti, Analisi Matematica, vol. IT oppure Rudin,
Principles of Mathematical Analysis
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La funzione g(x), che ad ogni x € I associa il suddettoy ¢ C1(I) e

(Vxg) (x) = —((VyD)(x,¥)) " ((VxE)(x,¥)),

cony = g(x).

Forme differenziali

Una forma differenziale (1-forma, in realtad) in R"” puo essere rozzamente
definita come un’espressione del tipo

w=fi(x)dz1+ -+ fa(x)dx,,
con f;: D CR" - R, D aperto, i =1,...,n.
Definizione 19 La forma w ¢é detta esatta se 3g : D — R tale che 3 %7

izl,...,ne%:fi,VxeD.

Teorema 13 Siano D un aperto semplicemente connesso, f; € CY(D), i =
1,...,n. Condizione necessaria e sufficiente affinché la forma w = f;dx;
sia esatta € che:

of; _of; . . o,
== gie{l,...,n}, .
o, ~ Oa { n}, i 7 j
Si noti che in R questa condizione diventa VAf =0, con f = fieq + foea +
f3es

Per la dimostrazione si veda, ad esempio, Pagani, Salsa, Analisi Matematica
1I.
Si consideri un vincolo sulle velocita del tipo

l

d\;
bi— + by = 0.
Z 7t +bg=0

=1
Corrispondentemente, risulta definita la 1-forma in R!*!
w = bl(Ala RN )\l,t)d)\l + ... bl()\h R ,)\l,t)d/\l + bo(/\l, RN )\l,t)dt.

Quindi il vincolo & anolonomo se e solo se la 1-forma non & esatta. Infatti,
nel caso in cui essa fosse esatta, il vincolo proverrebbe da uno sulle posizioni!
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